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第 一 章 微分 流 形 


AP Euclid 空间 中 大 坚 的 光滑 曲线 、 出 面 的 基础 上 , 本 于 
SI 引进 子 局 部 下 人 慰 和 微分 请 形 的 概念 ， 由 于 局 部 带 标 的 引信， 使 
我 们 可 以 利用 数学 分 析 中 微分 学 的 知识 ， 并 在 $2 介绍 了 微分 流 
JE РАО T Qc TRE AL, А. Ray HR RERS. S3rhiE 
НЕН n ЖКО ДЕНЕГЕ А CRE) Bj Euclid 空间 RR* 
中 作为 它 的 正则 下流 瑚 ， 硬 Whituey Ë Ac BUS tB, 一 个 优 紧 的 : 
n ҖЫ DIOE "ГБ, ALIS 中 作为 它 的 正则 子 访 形 . TE SOEUR. 
介绍 了 单位 分 解 , 3EBHEBH T D En HEUK RTE L ñ yay MS ЖЕТЕЛЕ. 
定理 ， 它 在 第 三 章 定义 流 形 上 的 积分 , 证 明 Stokes 定理 和 第 五 党 
WEB fg Bt AA I Riemann] Rt £r fe pb sc SIUS Н SEU fe Rl. 


SI 微分 流 形 


BER УЗЕ ОЙ, N 为 自然 数 集 ,nEN,n 维 Euclid 空间 
: К" ={х=(ж!,++,х") cR, PEE GN 


Fra? Ар ж 的 第 i AS ba. Ly Rn Ж ГИ GS, o vna 
fi p (z, y) „Уза AMAR z, Y# 的 内 积 和 距离 而 


а аут) = Мот ores ifs, 


it UC R" AJR, d ШЕ f:U->R 连续 ， DIFE f ECAY; 
їп Ж f нЕ a MER f C 类 的 (rEN); 如果 了 有 任 
意 阶 连续 偏 导数 ,好 称 了 起 CI M89; mE S ERRAR G EU 


^] >» 


HE- :点 的 某 个 开 邻 域 里 本 展开 威 oc We 2k B) ЖЕЙ ЖУ), 则 称 了 是 
C? 类 的 . | 
БЕ f= (Р, fa) UR" ARS, ШЖ Fus Гь RB RE Cr Ж 
й), ЖЕНЕН f JE C7 类 的 ， Hohe€(0,1,2,--, со, оу, ја C'(U, 
В") = (f| FUR" 是 Cr 的 }, 并 规定 OC E2— 3 ooo. 
хан, Rp pAR R TE АЕ be, E p Pa 05 ЕЧ 
xica (p), i= lpn, Д p-pyoOa'(p)-a' (ро), i —1, =, п, ВВА, 


n) 2 
单位 球面 S= {r= бат, e t) P G0 -D CRI 是 否 也 有 


整体 坐标 呢 ? 换 名 话 说 ,是否 存在 一 个 同 胚 915" p GS") C R^, dE 
$8 2*(р), i=l, pn 作为 了 点 的 坐标 ， 利 用 Brouwer 区 域 木 变 
性 定 更 , 即 设 UCR* ЖЕ, fU (ШИ) C В" Жу], BL FCU) 
也 为 Е" Е, TARAA BE e ER fp dE d. OR WO 假设 
p: 8"—9(8") CR" 3) Kl JE, HS” 的 每 一 点 了 有 一 开 邻 域 记 同 
胚 于 RR" 中 的 一 个 开 集 和 Brouwer 区 域 术 变性 定理 , e (V,) Ce (87) 
为 R" 中 的 开 集 ， 于 是 (59 08" 中 的 开 集 ， 另 一 方面 ， 因 紧 臻 
E ONERE ОБ") RARE, WAHE. XH R" 连通 , 所 以 
909) = R^, А "АЕ ЕК ИГЕП 9 (S) b ЗЕЯ, Ik Ei pis") 
н. i 
因此 , 我 们 只 能 降低 要 求 ， 看 能 否 使 S" 的 每 一 点 有 一 个 开 邻 
域 与 R" 中 的 某 个 开 集 同上 胚 (局 部 欧 )、 例 如 ,从 二 5* 一 { (0,…， 
0, —1)) 到 "= (02, . £^,0) lz!' CR) CR" {ЕГ ИД p U 
B", (Ë 9.(0)35 p ЯНЕ (0, ---,0, 一 1) 连 线 与 R" ЕЩ. ЖД 
地 ,从 U,—5^—((0,-,0,1)). 38 R" 作 北 极 投影 pU 28", fE 
2(P) 为 了 和 北极 (0,…,0,1) 连 线 与 RR" 的 交点 ， 于 是 , S" 是 由 两 
个 局 部 欧 的 开 集 粘 起 来 的 ( 见 8 页 图 2). 
从 上 面 这 具体 例子 ， 就 产生 了 拓扑 蔬 形 这 个 近代 数学 中 极其 
. 2 . 


OE RUE RO MEAS. 

ЖЛ itu T, (Hausdorff) zii]. 如 果 对 任何 p— М, " 
存在 8 — iU >p), р oC) CR" др 
JI CR ESSO MIMA n БИЕ C 流 形 . | 

(QU. p) FUB САБ, Н), U FoU IRE SER T 
EE, р oo MESA ЕЕН, 27 (р) — СРС)", IKin 为 9€U 的 局 
BER ШИП), AEREA WERA. dmmRin 2° 为 局 . 
部 坐标 系 的 爹 体 , IGI, 拓扑 流 形 就 是 十 2° d: ñ le HOS РАЙО EUR. 
如 果 peU, MERU, р) у р 的 局 部 坐标 系 . 

WEG. Qu). CU 9,)€ £^, U. YU хе @, YR pegas ЖП pepa Жр 
坐标 变换 ， 对 实 函 数 JMR, du fopi pU) >R ДЕ Cr Ж 
fg (022, opr p QU, 00) >R 不 一 定 是 0C' 类 的 但是, uo 
фе" 是 О" ЖЫ, fos! = (fpa 1) (puo ps HEA О" 类 的 ， 由 此 引 
导 我 们 定义 下 面 C 微分 流 形 的 概念 。 

定义 2 IHM, DOH n Hd dU, TERRE, E = 
‚ {Uo 99 lac DIC E? 满足 ; 


(1) UU. M 


(2) MUR E: JUR Ua Фф), Ua PED, UL TU, Z, W| pee 
ea ipu (U, DU.) (U, OU.) Ж Cr ЗЕЙ), n (1,2, ^, оо, o) (Ht 
对 称 性 , 当然 eu oz ЧЕ C 类 的 ), 即 

y'= (pe? ga Dal, e, x") 


| y" — (фора), (21,69,27) 
是 С” 类 的 ; 
(3) 最 大 性 : EXFL Ж KD, h gp E DA, An (Ug) € 2, 
且 它 与 任何 (Usa, p.) S DE C AR, MU, HED, "EST. im 
* j >» 


MEME DUM. LL c - 


JU, 9) € 2, ШКО, р) УЛ СО, PEDRE 相 容 的 . 

ЭПЖ DM Ef C" Pad duis; СЁ. (М, 如} 为 NM 上 
fü G RARER Ж Ж. r= 时, ЖОМ, 2) ХЗ ИЕ 
<E 1), 


E, d. 


ве Фа "NI Ut) 
Фао фу" 


qu pO) С R" 


图 1 
AUT ЕЛЕШЕ, С" 微分 流 形 就 是 由 2 中 图 片 光 滑 (0", r> 
刀 粘 成 的 图 册 ， 
AUR (Pa фы), (2) fU S фа), WOED Ар p OPE JD 
坐标 系 , О 07,2 07, Wl ii Jacobi 行列 式 的 等 式 
1-905 zur) 9, 4") 1361, a) 


Ә{у!, Hu (=, х") Iyi, e y") 
可 知 E peU DU d, 
aly, + S9) 
BG, yan) "0 


一 般 说 来 , S a он глу r ERNER, ps Ln 
肥 要 得 到 满足 定义 2 中 (1) 和 (23) 的 D 就 可 唯一 确定 铬 了 ， 我 们 
WE ZO DU FJ GO — TE. XXBEHLIBT АЖ 构造 微分 流 形 的 
方法 ， 它 与 钱 性 代数 中 由 基 生 成 向 量 空间 以 及 点 集 拓 扑 中 由 柄 扑 
基 生 成 拓 扫 的 想 放 是 完全 类 似 的 . 
. 4. 


T -一 -一 一 


BHU, 9) € £^, 如果 对 任何 (VY, ED CP ,Wop Ai pop! 
Ж О” 类 的 , WES CU, p) У 27 JE Cr 相 容 的 . 

定理 1 1° 2 2'C Z° 满足 定义 2 中 条 件 (1) 和 (2)， 则 它 
锥 一 确定 了 一 个 CT HE (R1) - (QU, e)€ (Vp) 与 
DC ARR | 

2° 设 Di, D,D 满足 定义 2 中 条 件 (1) 和 (2) 且 彼此 的 元 
ЖО, 则 它们 所 移 定 的 Cr ЖЕЙ Ep e n T, BD. D = Z, 

证 明 1° 由 条 和 件 (2) 和 多 的 定义 , ' C ED, Bic DL A ECL). 
3E (GJ, gp), (У, р), Ж pCU NY, 则 存在 了 йз y BA bs СУ, 8) 
€ Е ОПУ YW h, pop! = (99071) 2 (0997) E С" 类 的 , 因 
此 , ОВ (2). EU, 9053 多 C0" 相 容 ， 由 E CD u ju(U, ` 
9)5 Z'C' 332, ШОО, pE, Bye, а АСЗ). ЮЙ 
HH f a3 Ct $3. 

2° (И, Ф) x, EMV, V) €, Ж p EU ПУ, WEE pi 
Jà АЕ (У, DED, ЖЕТЕ UV YW ih, yog! = (80-1) (05 
$7) f реў! = (2071) (6071) С" эк fb, BAU, Ф), 


D C £5, [i] 88, £C D, 这 就 证 明 了 ££ = 2, it 
引 理 1 již Л,тЄ{0,1,2,-+-‚ оо, о), <, 则 存在 f: R— E, 
TE f ECT XE TH AN AE С" RA, 


证 明 如 果 0<6<co, 则 | . 


(ay Suc 
(n i 
0 , 1-0, 


ЭН ЯСЕН, WE г оо, ғ = о, 则 
їс) = f 270, 
0, z=<0 
ЭИ ЖА. "БОЕ, HH S8 dA RI L'Hopital (Е) i Eur 
+ 5 5 


žil, 
1 mu 
nl з” т, =, 
PL GF 7 
| z lo |, 2= 0, 
其 中 pu 0029 w йй З, 这 就 证 明了 了 是 COO. ERE C 
类 的 ，( 因 为 ,若是 C" 类 的 ， 则 看 在 8>0, 使 f(z) 5709) 
| пей 


2-0, 2E (8,5), К ЫС) e 7:0, 2€(0,9) 4838. (o 
ЖД g, 我 们 可 以 构造 一 个 处 处 OTB Gb ВПО РА Ж. 25 
{ot oa 
IL, > pir) =. f r, 2—>D, v. e ovde) REN, 显然 
ro ‚= 0, 


在 z=0, „Л, DRAR 98080. 以 去 为 周期 将 v 


го. $1” 
HRED R EPT), BAR pu(z) 为 RR HS ose E OR 
集 Z5D HAI. 4 Осан у (вараг), ПАС), 
LOIRE i 

f(z)= > a, 9.2). 


由 a, PORE EL in f СОФЫ. AE r= (SZ, пем) 
不 解析 ， 事 实 上 , DUE k AARM), WII y CO E AGAR 
Br(E-0,1,-«,m—1),. 1824 nzem Bf, vr) vez =0, s 
70,52, CD an Pal E) VET Ab 8 t Sh 3k 250, IB ERR dE t 35 


= 6 oc 


m-l | b . ` : 

0, ЖЖ. ЛЕВЕ Т /(т) = Dap: (т) + 2 ass C TET 
т-д = т 

ЖИ. JAIEZ, тем IR 18885, ic SEAR. 


定理 2 设 rC(0,1, 2, n- oooh, ЁР, DCOP 满足 
定义 2 pRO. 由 27 唯一 确定 的 0" 微分 构造 
&r-((U,g)€ £" KU, 的 与 ФО” 相 容 ]， 如 果 将 Ф' d C" Hx 
自然 视 作 C* 相 容 ， 而 由 £' 唯一 确定 的 Ct 构造 к (00, Ф) 
€ £* | (U, ) ^3 Ф'С* ДЕ}. MJ exscr. 

WES] Pd <, 007, p) 与 UC] 相 容 也 是 С* 相 窑 ， 这 就 
iT sce 

PIEZ Ø, Vk f ЭБШ 1 PhS, dE 0, 4e (m) — z+ 
f), Ig (0) — 14- 00) 1; da I 0, 4 eG) аб. TE ЖЕд:>0, 
lE g YE(— 0,60 PAP М. VEQU, ф)Є 7, PEU, Лу 0(z)=z— 
e) 为 平移 ; C— 8,6) = {a= (2, s, 27) £R* | а | 8), 7: (— ó, 
8)*-> R*, тту = (9021), 2, ea"), METE p ГОВ V CU, B. 
0€0»o(V) C (—8,0)". FE, 

(n980»q)sq 1928 

是 C* RIRE С” 类 的 , 这 就 证 明了 (yy， 92090), p) Ce 
MAREC dro, MO, gedop Н (У, qe0op)C Zr, +4 

从 这 个 定理 可 短 , 258 bcr 时 , 如 果 可 进 与 О” 流 形 CM, DC 
家 容 的 所 有 图 片 ， 它 就 可 成 为 一 个 C* REM, D), Jb, 2 的 
РЗ" 的 图 片 严 格 增多 了 ， 以 后 , 当 En, Д Сей 
形 ,总 是 按 上 述 理解 , 它 也 是 一 个 CH DE. 

”有 了 上 述 定理 ,我 们 就 可 构造 各 种 各 样 的 流 形 了 . 

例 1 EMA R hh) FE, 2" (М, Id, [Id y: M— M, 

14 „(р) = p, PEM}, W HD EAE T — А C* WE CIB ERE 2, E 
. z + 


РЫ 


ЖЕ ET СЕ, TE (0, 1, 2, 5-5, оо), 但 于 7? УСН, FEE 
ЈАР). ЙЕ Mi P ИТЕН z. 称 ТА y ЖМ Efi ЕЛ}. 
82 IRM, Da) H n AC Т ОЮ, ГС М ARE, # u = (Qu, 
Fa [© Г}, 45 
£y — (QU Ds, e. UY.) JU YU, xe acr), 
НЕЧ”, Dobi n ECCE, ЖАСИ, £u) Carp 
WE. 
例 3 & Эрл Hk C" ЖЕ. 
设 реБ Е", B) PLM EER (x, e, x17). 如 果 将 
R^ iD", Oje €R, Laigin) CR Ыал, e, æ) 
SER, aicn и ERR WA E] 2 容易 算出 


eiue 0,-1)] 


Ugo S" [Qs 0, LY 


(0, ,0 —1) 
2 
qi uU,—— Hr, ` 
(Qi!, ere н”) руба, rns, eye rm) 


(a, з, !) —gi! (a, ey 4") 


1— 91 (ut)? 


_ Zw! Ка 2и" 
1+ DT Gr) E ESI: 1+ > (Cu) 
ini i=l tæl 


Pa W— R", 


1 1 +1 a! z" 
ar aru лү" UI LEE Ш = 一 ap. 
{п SERI ) pur з 51 ) =(T тр 小 


(x, t. gi) = (CH, UO B7) 
Bayr 
i- 1 


2g! 2а" 
= "ax ж б, жоо Ж n , 
mem pec (ш) 1: Du) 
i=l i=l i-l 


В. 


1 


(ul, ++, u") К - u ну 5 LN , 
iy SG? 


. (ui, ^, u”) _( - al y д" | 
Deyr (а)? 

FE, 201 = (071,1), Un o) ED НАНЕС): S" — UL UU, 
和 (2); A 中 元 素 是 C^ MA CU ERI (HE BRE ARA A 
ж, ih T3c a Bof в А AR HT XE ола НЕШ. 再 出 ' 
ЖЕ ЕТА И, ЕТ Hs ЛЕТИ БЕЙ, ШЕЙИН, TEE 
在 每 -点 的 一 个 开 邻 域内 可 展开 成 收 敏 的 震级 数 ， 如 果 再 限制 到 
Sl Rt, 它 在 每 一 实 点 的 一 个 实 开 邻 域内 展开 成 收 敏 的 震级 数 , A 
Vb, 实 有 理 塘 数 是 实 解 折 的 ， 应 用 [EL M. ЗЕ AERE AE, 44530 1g 
方法 也 可 证 明 上 述 结论 , )， 根 据 定 理 1, 2i HET OS" 上 的 一 个 
C^ 微分 构造 £s = (U, р) | (U, 9) 43 ФСН Ий 21 是 中 微 
分 构造 Z 的 一 个 基 。 通 过 计算 得 到 Jacobi 行列 式 为 

| | 


(о ) 


An FE y BO e bs (8', В, un, en, в Gn, 8, F, "tty a"), Wi FH ur 
А -9 。 


авт 


的 Jacobi 行列 式 就 天 于 9, 
.下 面 我 们 换 一 种 方式 来 给 出 8” 的 0?” 微 分 构 址 的 另 一 个 基 。 
Ж, IHEP i=l, n1 45 
Ui-—i((z,---,z** ES a 0, 
U; — ((2!,---,z^*!) 8" |z! 0}, 


рі Ui-—eiQUi = {(«'!, tts 2,2701) | >, (ri 1}, 
jwi 


gi (z:, "tta "Т = (z!, “+, 2*, `... xt), 
Wk (2!, e 25, еу) ОТТА s, Җир 2* ЗИНА 2. 
FRAD, Z — (Ui рг) |11,6, 0+1) HERES 1 dF 


(1); S"— Ue: U5) 和 C2): D: 中 的 元 素 是 0C* 相 容 的 ， 例 如 ， 
фір) QI, e, ah) 一 了 (zz 一 (zz 
-(- Vi- Syon ase eue 类 的 (利用 和 1 一 4 在 0 的 开 


WROL 1) 中 可 展开 成 收 雍 的 短 级 数 和 [I. М. EER ЛЕЛЕ, 
2438] 证 明 或 直接 用 -NN 方法 证 明 3， 根据 定理 DWET S" 
上 的 一 个 С° 微分 构造 Ф„={(0, 9) | (U, ф) 53 2, C" АЖ), 25; 
是 C* 微分 构造 名 ; 的 一 个 基 ， 通 过 计算 得 到 Jacobi 行 列 式 为 


rR CTS 一 (一 Dem, 如 果 取 (一 1 t (n, ne, ture, xt) 


为 U By yta (I (a, +з, d, ny a t7) 38 ZF JE s E 
(2, 45, a RETE PORE (10) (P, s at, уа) 
ZU; 的 局 部 坐标 , 则 相应 的 Jacobi 行列 式 就 大 于 0. 
BIS (zs nv zn) ga, vu") (a, eu") ) fic Ub T DURS 
HE, R2 与 他 ;中 的 元 素 是 C" 相 容 的 ,由 定理 可知, Z; = 40, 
应 读 指 出 的 是 , ЖЕСЕ 吕布 能 与 R" rh ИЛЕШЕ, DTE S" 


* ID + 


不 是 局 部 坐标 邻 域 . | 
此 外 , 对 于 5°, ЖИЕ Ж (U, DED = @),, 它 是 局 部 坐标 系 
Ifi 7 Js EP e A, ЖР | | 
7: (0, т) x (0,22) >U == g^ (0, z) x (0, 2я)) C S", 
q^ (0,9) = (sinB. cosp, sinÜ*sing, cos). 
对 于 8!, & | | 
BS — {е'—(0, 27) СВ, 
d (e**) —20,07(0, 20), 
pas {er (n, 3a) C RI, 
Pelet") =n, n€ Gr, 32). 
ИРЕ, ФЕ S'!— fett e'r rh, e = eng 
9! 2x,6£ (0, z) 
a Uc lra, 2л). 
于 在 了 是 8 的 Cr” Е, n Hg CRR BEM 1, #3 = (S 
— {eth pi), (8 — (e), POPRETIA 1 #Е C^. 微分 构造 名 
B5 E —€.—9.. ННВ, 0 是 局 部 坐标 系 而 不 是 
теа 

例 4 x 维 实 射 ( 投 ) 有 影 空间 РСР). 

B r= (27, 66,0771), у= Qu, ER (0). ze 
= др, АСВ, Ax0, sCR*"— (0) 的 等 价 类 [r] 368" 1 (0) | 
g~e), 58 rS ft 4 5 

P'(R) = (R* — (0) /— = (E] lz€ R" — (0). 

FOE iR! — (0) PR), л(гу= [а]. YEAR'S {О} Ж 

т, BlüEc = {U |07) Єт) 为 PO) Lith TÆR), 

LG (0), туйо НЬ 空间 ， 称 为 维 实 射影 空间 ， 下 面 

我 们 可 以 证 明 P^CR)29 n SE C^ ЭМ. HEUS], Dy] P^ OR), 

Сета Cy], Wife d = CD) BB LJ a 2 D B d 7E SEG Vnd 
NEMPE 


2-6 2ka | 


я! CD RIS PA 2 D 82 tE EEV o ER VNS Z, Bin 
a (V) fü л(У„) ЕА [z] [v 105 54828093F38, MOCP" (OD, 
T) T.U]. 4 

U,— (Ez ]EP* (Ж) [r= (2,75, 217), 2*0], 


quU, R", 
1 k-1 kil +1 
* zm = т 一 
eye m (Ss s тё? дё mS Er) GE, DET ы 1, 
KE Urt 26") 


我 们 称 T, …， a" [x] for i al kn, (£l, | uEtC I, ъъ, ees, 
i$" 0 29 [x TF U, 的 非 齐 次 坐标 ， 

显然 , | JU, P^CR), НЧ C, YU @, E W, 

6-1 | 

PPE 194 (UL OU) 9 (UU), 

popr’ G a*l, 26, e, $) =p, ([zJ)= (81, tts 
71, £I. es, EHD, . 
其 中 


т z* ^ Ё!, 
为 有 理 销 数 ， 因 而 它 是 CAR. 由 定理 1 可知, 27 = ((U,, 94) | 
k=l, =, scd) WE PR) LA-A C dE DR 501% @, 使 
(PCR), Z) 8 С°. 
通过 计算 得 到 Jacobi 行列 式 
J a= IGE, ee AA 1, Et 
um Q9 GEN ERI Enn y LETT) 


= (—1)* 


_— 1 _ 
(ЁЛ ун 


当 ?为 奇数 时 ， GE) SO, mE eI, CABLE BS ӘЧЕ 
» 12+ 


З; Е ЗЛЖ, 相应 的 局 部 坐标 只 改变 其 中 一 个 , 即 LE* 变 为 
一 此 2 而 其 余 的 不 变 ， 显 然 ， 局 部 坐 株 改 变 后 的 Jacobi 行列 式 大 
Tq 0. 4 n 为 偶数 时 , 由 于 SET ЖЕН ДИК Ju uus BAER fh. 

我 们 再 上 用 男 一 观点 来 研究 РСВ). Besir, esat h у 
(S ES, ager —g, [z] = (xz, 2), РЕ) = S"/~ 
={«]||тє5"}, 4 


Ur= ([x EP" (R) |z* 0], 
pU (E (1, 96, ED | DS (EAL, 
j-1 


qux(Ix1) —z*- |а |] Qul, n a a6 eeu at!) 
= (ÉL s 55) =. 

ЗЕЕ] З арр ЕНН Z = (07, ga) | &-1,--, вт) Ei 
条 件 C1) 和 和 (2), 从 而 它 和 确定 了 РЕ) БВ СЛЕ. 

CIEEE TY 

ApJR xg X, 2 rh, H C" {2 (zt, 2" ССС З) IURE 
上 及 "， 复 解析 (函数 在 每 一 点 的 一 个 开 令 域 中 可 以 展 政 成 复 的 收敛 
ЖОК) ТО ЗЕ ЕТ, ШЖК СИ, Z) Am 维 复 解 本 流 形 ， 

VES, Ф.), GER a pa {го} НА, 7. Г о 05, 
р. (p) = (27, ++, z") = ЄС", p, (p) = (1, enw) ЄС", vi 
Figi, мі = ці ірі, ті, y, u, ER, j=l, e, a, Җор 2—1, 
TE, " 

&tio—w-—qp,g,(z)-—fu(2;g)-t i gat, у), 
TUS ЖЕЕ Жейу Cauchy 收敛 原理 以 及 max (lai, bhs 
ма +0 = |a-r |а] (а, ЄВ), u= fa (2, g), ® == gas Cr, 32 9E 
ДЛТ, ЗЛЕ (a, 27,3, HER QC n ust, 6, 09) 
23 DARE ?点 的 实 局 部 坐标 , RUM, Z) 自然 可 视 作 2n 维 实 解析 

. . {3 « 


AE. HH -Riei ‚ аш! Jwi Quis 2» 
WE. ШБ, h Cauchy-Riemann ж: Эа Эу” Эр ЭЙ” 


我 们 得 到 Jacobi 行列 式 为 
9G, uv, ne pn) 
dr, ey d y, ttt y") 


Ju gu gw Әһ 
d 
— deil ^^ ARN да 98 
Qv gv a Ән 
d ЕТИ т Әг 
Ju 230 dv ,du Ән, „дә 
Je Jz Jr “Эг Jr ‘958 0 
= ет "det 
д ди gv — gu 2e 
dr da Әх da da 
sde 29... 42°). Ea ди, 99 
=det( ):det i) de az x 
gu, dv 
det 32^ š 
NIFICA у". UU ы 
72, >0, 其 中 
ан! .au 
да! да" 7 
Ju "22-942 
Еа 
Ән“. gu" 
Эх! ge 


Wb, Z= (C^, Ida") Ido: СС", Ides(2) =e HE — Wü 
ET C" bf ТИЕ СС", e). 

ЈЕ DART, EE а (g), on x1, ш = (ар, utt!) 
€C" (0), z—wescAm, AEO, AMO. Гар (ЫС! 
(0) [oz РАСС) - (C** —49)) 1 (ГЕ аСт" {0)}. ЗЫ 
于 实 射影 空间 可 以 证 明 P"(C) Жа 维 复 解析 尝 形 , ERO п ERE 
„14° 


射影 空间 . 
用 另 一 观点 表示 PO, 设 St {g (27, a. gt EC] 


nci 


Sz = 1), 2,0682, а-ар = Аш, A7 etf. [z] = (ioc Stn! 
4-21 - 


|z), РИС) —S?r*!/ ^ = ([2]| 26570}, ЭЛЕЕ Ж n ЖУ 
Je Er OE CR 3682 DI 4). 

Bie i TO, п) = {ХХ A mxr RERE) = R="( X 中 元 素 
ÍR (Xs бб, Tins Eais tts Fans 11 Em t Vea) HEX, I EAR” h — 
点 ), 则 它 自 然 确 定 了 一 个 0° 流 形 ， Fn T O, mi 38538 
Ш Тіт, п й) —(X€T (m, n)irankX = 8) 为 一 个 k&(m-E n — k) 3 
C'WE(ECN,0-—ksnmin(m,n)), 

事实 上 , 设 X CT Cn, н; k), Wf de np ABE Po fü Qo 使 得 


A B 
id -( ») 
这 里 А, XE Ех k АЕН ВЕ To A= (а), A= Са?,), Bip TES 0, 
24 max las—at;| «e 时 ,4 EERE. ЮЙ, 


I&i} x 
: A B 
Uj-(X€TOm]PXQe-|, p тах laumat] e) 


CT(m,2)29JFfE, ЗП XCUZ,, 出 XCT(m,n;k)e9D-—CA' B. 
А Gs A kx k EAEE) 


( 0 Ye «C | B 
—CA IL, 4AC Dj Хо —CACB4AD 


А. B А B 
rank( аа jer 
0 —CA B+D c D. 
CA Bj D<=0SD=CA B. 
我 们 取 Ux, = Uy, YT (m, n; k) ZX CT (m, n; k) BJ y SA bath 
. 15 . 


所 以 


SEU x, D 1-9 db xia] T (m, п; JO BD AB), ЙОМА БЕЯН A 
qp Ux, >Ppr (U) TR- (m-£rtn- X) рст 8, 


co-(4 B) 
Pr tAE 0 


(EL A, B,C RTR A JE, ШШ 


" BY X pufi ^: pul ^ B \ 
Фо 0 Vie DI Ро одов Pl 


AR (Ux, рх, ex ЖРА НЕК, Ur П, S 


07, Bil 
E: B 1 B, 
Px Cs; » je (S 2) 


P.P; » B eo -人 2 B, ) 
C САВ (OMS САВ. 


EDERA А, В, C, fi ЖИЛЕ А,В,С ул ЙОГ 
HAR MEAE Co RR, PAR, 07 = (Us, es) | X ST Gn, n k)} 
Mi Su Г бп пд) ЕЁ С° RECT Cm, п; Б), 2). Р] 
Hb, R" rjf m- bn 282 ati T n, nim) as TCO п n) =R 中 的 开 子 
E. 

# 7 Grassmann Жж. 

Vt Gin 为 R 中 的 所 有 m 8n] E: 3-29 [B] О Ен Вә m SE 
面 ? 所 组 万 的 集合 ， 我 们 可 以 使 它 成 为 一 个 有 Hk C ji; JE. 

25 JE T (m, m-- E; m). Ж A, BCT (m, п; m), RITE: A~ 
B<=> SE An B йт t P ЛЕ Н Bum i BI P Fe], ТАЗ p Ж ГАП = 
{BET (m, m+ k т)|В--А}_ FE б. = Tn, m+ E; m)/2 = 
(LA] | AET (m, т 1 bj m) 4 Aj T(m, m-E E; MEZRA ТИШИ 
jab 28 (81, ЯП Е 

яі Tim, mt kym) rlam m(A) [A] 
+ Jó a 


HARAR, MI, x (4): 8 (B) € SA—-CB, ин C Mm xn dE 

(1) Gy, 大局 部 欧 的 . | 

AU, Lus A= (P, Q)ET (m, mtk; m) | PA mx m JEF: $E 
PE), [К Ж det: Tm, m т) ^ R, (P, Q) — det P 为 连续 国 数 ， 
iK Ui, = der (R— (0)) Jj (n, m+ b; m) BJ JEE. ФР рт 
x m 非 异 矩阵 且 a (P,Q) (2,8) W(P,Q) = (CR,C8),C ут 
xm 非 异 矩阵 因此 ， 召 一 CPP 一定 是 非 异 的 ， 这 就 证 轩 了 
maU am) =... я...) Жу Gon th ТЕРЕ 35 GA TES 
了 扑 的 定义 ) 

现在 还 明 a(U ЬИР R° УЖ, %Ж y 

杀人 
A (OQ) =л(В, 8), WP, Ф) = (СЕ, CS) РО (СВ) 1 
(C8) : R8, Hb, Ф... ЧН Е DEBES Ф, аст.) 
PR: n. фин (ОР, Q)) РФ. Пф, ы: RU, фа 
—0,Q)ff y. ut Ri" m QU. us Visus 0) = m(I, Q), Яе) 
mx k B. AIHE л (Р, Q)E aU, us), 

Pimpin P, QU) diua (PQ = a, PQ) = 

a CP, Q) ,而 对 任何 Qc R7, 

1. m Pis (Q) = pi... (20, 9)) 1719 —Q, 
BA Piem 和 sos DERMA. ШЙ, л, фа. Pasos AE 
RAUM, Me iis Pisos 也 为 连续 映射 ， 

it XCR" AME. Em, 

HPT a XD 4000,90 aC - x (90€ 1! aX, 
€ gm x т ЗЕРЕ) = CU, QIQEX, CA mx m ER БЕ). 
dn RC.G,Q)0€zs P COD. CU, Q0, Ф, 
HM Carlo C > Cus. -F ж, Өң Съ. (С) Cu! (С 0) = Q. 


- i7» 


H TQ, X R. XCR” Jig $, 所 以 QX LOU, Q)€ 
TPT nX), ЖШ T я (LCD СГ... ЭЖ. Ж 
据 投影 л BEL pul, (X)Cx(U,....)28 Й, 因而 pi...n HE 
续 映 射 ， 

由 上 述 可 知 , pisos tm О...) RA" 0, | 

ЖЕ нё, BAE SU, m TA = (Ра, Рак) LOS, s Pan) 
Hm m JE AERE, i ian puris. Mif Ст (Us, ... 2, 
Vi...) Gen 的 局 部 坐标 系 . 因 Guoo= U m Qs. бан 


ze Ir BBC, 
Tm, mpk Sm) 2L. n 
.SS 


x 


z 

leac 

d. 5 XU, RR Lm R^" 
#,.. * mn 


(2) Gen 23 Т» ZZ. 

WE р, СО, poxq,. "EVE pex(U,....), O(@i.... (p), 6) Ж 
R*" «Bleu СР, ELO0 PETERE, ПЗС 911. (K), 
其 中 K = 0(ə,...L (p), 9) C Rr, | 

E фт OS Pa Q,) 8 CP, Q)€ T (m, т-1-Ё; m), Piom Pas 
Q)CK, НКОК S, METI @,... (P. 9.) = Pii On 
>REK, Tg -lim @„, = тр, ‘Bi mt Pano 3) = РЕ, ВТЕ, 
(Р, 9) (Р, РЕ) PU, В), m=rank (P, Q) —min(rankP, гапё(—, 
R)) sm, тапк Р = m$ (P, 9)Є07,...., 又 因为 .nm 连续 ,五 紧 
S, ik qi. s (P,9) = limpi., mPas Q CK, (Р, 9) € B1 S CK), 这 
就 证 明了 多 让 mC 下) XT (т, mt ki тур ШИЖ, На (plu (KE 


0. I8 e 


= (Prum СК) gu, ERI УИ, eu OC) 也 为 
Cas 中 HJE, Tk фта. (0 (Ф... (Р), д) 8 Gu 11s CE) 2 BU 
为 了 和 8& 的 不 祖 交 的 开 邻 域 ， 从 而 Gus 2 T, 空间 ( 另 一 证 法 参 呵 
[Milnor, J. W. and Stasheft, J. D. P571), 

(3) Gen 29 C" #6. 

Wt Q 29g mock HPE, A 335 mx (m+ Ese, Ainin OR A dh 
第 各 ,~-…, im РГЕН ВЈ THRE, аш А bass lis t" бы 
ARRIERE OA, = T, AC =Q. ` 

28 m QU, La ) (la QU, su) Mon" 

Q= pis Sp (0) e uu CD) = MN 
n] 5, QR 363825 O9 PERDAR, WK pis 1. AC 
类 的 . 

iO )C2)X 3) пд RE 1, B = (OQ, фа) | 了 和 和 
amitt HE- E P Gua 上 的 一 个 Em HE O° КО, D), WES 
Grassmann їй JE 

(4) Gi, жа, CEDE ZEE EU 

HOW BET R'", xu AZ, Wu 
Bo NO Ж Ж OVAL TENY X BI (0, 220 Gin HIIR 
BG = [| А0, ) v*- XU, heu 


щй. 
Іста 
LENY) 29 Gam р АР, 这 就 证 明了 Ga 为 A, 空间 . 

(5) Gin DERE, | 

Ж L—(ACTOn, mt k; m) | Af; E 1 EL dit BE GE Ж}, 
Жы" "КӨн Ку PR, I IUE SEE. Hi Gram-Schmidt 
正 交 化 过 程 ,对 任何 ACT (т, m+ k; m), ЕЕ BEL IË A= CB, 
rh C 29 m ту ЖЮ. TA (L)= G. № LE SIC л 连续 可 
Ai Gin Ад. 


A EM 一 评 法 出 是 有 趣 的 . 令 S - {АЄТ (т, то Ë; m)| | 
I r 


tA] y 2, У 1а, =1), gsm, SCT (m, m+ k; m) AFE, 


= 4c "m 


因而 足 紧 致 集 ， 此 外 ， IEIET CAEG ACU, LL M ЖД 
ari гате m (piy) (ера) о, жвыс 
(8). A-A, PIU x OS) Ca (Tn, mtk; m) = б, 0, 
m8) Gim, CEARR S 在 连续 映射 = 下 的 象 是 紧 致 的 ， 

例 8 YtCM,, 2,) n ЕС” GE, @ A (Uais фо Г}, 
i=l, k LA 

= (Uu x xU, Parn) Uap pa Є, i=l, kh, 

其 中 v. x XU, 为 拓扑 积 , 而 

人 U. 79s QU.) xx quU.) CR x ex 
R" = Ruente, 

Para [Di uS p,)= Nd "94 0) 


Tisi gu, xx ML ERO 构造 £m xe "n 我 们 称 

niot ne HE CT OE CM x X Ma, Exo x E 3 CT EE 

(Mi Di =l, e, ES CT RAE, hu x RT — S x Ux, n 

aA 

n^- S [уз ҖЕ C ° ЖИЕ, Ве Вт R"e э К" fn R": fh C 
最 后 , 我 们 证 明 流 形 上 连通 和 道路 连通 是 等 价 的 . 

定理 3 ZM, D) AFE ЊОЈ, M M pk < MGR 
证 明 《一 ) 对 任何 РСМ, £$ C,= (GEM EE С 道路 将 p, т 

А). ВСС, Hi AM inii. ЖЕТЕЛЕ SERE, 


20 


p), 使 p90) = (zGR"| S GO*c1) CRI, BT eQ rb EE ҮН Ж, 


有 .条 直线 道路 相连 , MU Н PUES о нЕ, АШЕР 
一 点 必 与 8 相 过 和 Cb， 这 就 证 明了 C, МШЕ. ШЫ, 
җ p€ M WF, O, 是 彼此 不 相交 或 重合 的 ， 若 有 有 C50s= Z, TR 

e U 0.) Сес |] €, HM ARTARKEN 


sM- 12 ЕЕ i 
并 , 这 与 M EMBAN, 故 C5 一 下 ,这 就 证 明了 M 是 道路 连通 的 ， 
С<) ОИЕ М 不 连通 ， 则 在 在 不 相交 的 鸦 宝 开 集 ; 玉 ， 
使 M —UD)V, ЄС, 9EF, 因 为 于 道路 连通 , 放 存 在 0" 道 路 o:[0， 
.1]—M f£ a(00 —p,o(1)—q, WR a CU) RI о (2960, 1189 
Bi F 44260 4E22 ЖЖ, H[0,1] o7 (M) —o7' (07) Џо (И), 
这 与 熟知 的 [0 EGH. dE 


$2 C Ww H 

在 $1 中 已 提 到 0* НАЙ f:U— R^, Hop U XR" 中 的 开 集 ， 
ЕС 10,1, co 外}， 现 在 我 们 将 它 推广 到 流 形 上 ,并 定义 混入 , 赃 
入 和 微分 同 县 等 重要 概念 . 

NI WOM, VOM9nECHE,i—1,2; E rC (0, 1,2,..-, 
со, 0), Ет, ЛЕНИ J: M, НЕРСЕМ, A g= AORE 
Ж Jo) EB AES BR CV ,2), 必 有 ?的 局 部 坐标 系 (Dop)， 使 ЛО) СУ (SE 
HTF SEER), Н. w o fep pU) 9 (JE C* AR, Bn 

И = (фоје), (ж, n a) 


) 
g" = (ro fog" Du (m! r tt gi) 


А С" 类 的 , E. f AMAM, М, By СН, ESEC, М.), 
其 中 COM, М.) Ж). М, BM: б Ct ERITA REPE CER 3). 


IUe ii nra mmt nns c AERE UR a a „галы — 0 


M; 
$ 
"C 
U F 
l 


-1 " 
mE DIAM 


p NIR” ý CR 
B3 


定理 1 ШОМ, 222) 2 n HE CI DOE, Z 为 0. 05, i=l, 
2, ВАЯТ f: M. M, 关于 D 和 £i 满足 定 光 1 中 的 条 件 ， 
MI f xk С? ЭК Ву СЕР), 

证 明 БРСМ, 9= 70р), (У, 9). 是 《的 企 意 局 部 汶 标 
R. WU. 90€ 为 了 的 局 部 坐标 系 ， 由 题 设 此 有 尹 的 局 部 坐 
$n (U peZ EJUN, H. | 

ynefogiigi (U) > 0 (V) 

是 O ЗЕЙ), Р, TE r ARERR, р | 0€ EUC, 
Ў) СУПТУ, СУ, ш, 

фо (pli) = (орг) e Quo fo(pi |o) 0:910) 9 (T) 
是 C* hd, Mj f С" Ж, H 

BIR 1 RU, MRU, фр) p WEARER Ж, (V, vm 
(Ум) (p) hy EE ERA. EU, o) VV, pH 的 局 部 从 


标 分 别 为 {z9 M), T Dee fee") (805) Aea 
ШО de p RET (a!) 304871 if) Jacobi Ж Б, WI 

rankD(y» feq) i - rankD(yie fog), (уу, 

证 明 因为 


* 22 «* 


Dipof офі!) о = Офф 1) оно Dpef op Dup: D( pe 
Фу! on ifj rankD(geqi D, = Ri rankD(y,od Doo na ` 
所 以 

rankD($io fog), i5 7 rankD( f» p. it 

由 引 理 1, 我 们 给 过 

定义 2 rankD(yofeg hen (ОА ЧАВА RARER) 称 为 
C* (ke D BRSE f ТЕ p Bog, iod 

(rank f),—-rankD($efep Dp. ` | 

引进 0 映射 了 在 了 点 的 秩 后 ,就 可 介绍 C^ BL A. АНИ 

定义 3 ШОМ, 多 ) 为 nm; 维 0" 流 形 ,i 二 1,2， d C OA 
sr) | 

f: 4. — М» 
对 任何 РЄ. М, 有 (rank f),—2 (ОЮ ncn), MPR f 3 — 4 С 
ЖА; Я f E СВА, Н 

fiM —f( M )C M. 
b BUH Bi E, 则 称 了 为 一 个 GF RA tus f XE СВА, B. 

fiM CM, 
为 同 胚 上映 射 ， 则 称 了 为 一 个 C* АЕТ. hd EE ПИЛ Ж 
ПЕНЯ n=. PARARE, OEA O a PE, 


3 
т — g fir) хаа" 


-1 _ ИА a E 
则 =] Q) = UT Ef Ж O° ТЕЙИ. 
例 2 在 31 例 4 中 ， 用 第 二 种 下 点 ， 令 TI-> (R), (z) 


— + Z$ =“ 


PPM 


Ded, ЖЕЕ om Gy ina, xt 0,2^ 560, РЕ ТН guo ro (фт) 


(z^, sva! Iu ат, ene, gt) фол (ху pui] = sr. || 7 Cn, 
—— — 
esatta ees a) S CELL ED) HEP а 1 24 (а) 


BEA E; s S2 2 xus I Iu lean! RS C КЫ, dI ECT 
Bhd. EHE ДЕ ДУБО ОВОС" BER BR. 

Юз f(ESIIT h, z:iTim,mib;im) Gu, я (А) = А]. 
jx AEU оло M| Q =Q... ЈГ к н С) == a GrCD) 
= Ау, AREA Q BJ hš S 63823 A Н dS БЕРИ Ж, di 
л ж С”, 

例 4 4 :б > б, "Eg В H EIS AES mE Id dg 7 
HA КЕЗЕКЕ, ШЖ à ДЕВЕТ. 2g f HEU) A XE C? 的 ， 
我 们 令 . | 

Dimi ea A (h.m i bi k) 

(PODS OY, d) (A QR АВВ), IER, 91..,m 
AC" В. 因为 | 

‚ {PQ 
(P,Q)( —CP7Q)'L,)' = (Р, o I JEPPO 9r, 


= 一 总 十 并 三 六 MAE, Ф) HET Ug EAE 2E F (P790, LO D fT 
问 基 ， 即 后 者 是 前 者 的 正 交 补 ， 又 从 

` gi... (P, Q)=(—(P`!QY,L)=(—(((P) (CO), L) 

= CP CO) | 
PIIA Gim ЁЗЩ h]... UL) 
z(1,Q):— £(-Q' 1), Kt бы, Vis, 53 Gu, n Uu, 28 
Hex. FA, 

Qr urn mah]. суу 0 S prt (Q) 
= uci niat] “e o EU 92) 

. 24 。 


7500 Gum Fame a 


. = Pn) = 9", 
因而 Q TEA Q 的 元 素 的 C? 函数 和 hla Wiem? HC St. [п] АН 
Воо ;为 O° 映射， 这 就 证 明了 天 为 C* 映射 。 由 于 互 为 正 交 


ФЬ, dic 57 1525 С BR, JA I) Gau Gus B: С° TREE B, 

A5 Vg, A: Rh R" HARE, W| 22 — (OR, 90) CE T — n 
CCr 关 也 微分 构造 E. AAD, =R, АРЕ Т i C Bk 
分 构造 S£. 、 

如 果 geh CC" (R^, R9) ЩЩ 407 与 2 不 相 容 ,所 以 , Due 44, 
但 由 9° (97° h)oh !—Id,"COT (R*, R"), rankId,» =n 18 38] 
goki (R, Zia) 8 СЕ", 40,) 23 Cr to НИ. 

te dp g, А: ВВ, g(z)—cz, klx) =s, y goh (x) 
=g (a?) =a ва ORI Н, йрн EC! (R', RP), Н. Фе D, 

#16 jz FIRIR'f (0) — (22, sinia), H гапи (27,7 costa) 
-140/()- 01,0) —fC—1)91 ў Jp A B3E E M. 

在 初等 微分 几何 中 , 我 们 研究 了 R" н ХЕЕЕ, GE 
曲面 的 例子 下列 将 它们 推广 为 微分 流 形 上 的 了 予 流 形 和 正副 子 
E. 

EXA ROM, 2,3 n, SE О(г) WEE, :—1,23, M, H, 
(М, ЗЬ Э 好 :的 诱导 拓扑 , 称 为 M. 的 内 部 拓扑 )， 如 果 
世 含 映射 IM MaE) =р 为 CEA Veg CM., 27) 293 (Ms, 
Doby Gt Э-ЖЕ ЧИК М, 为 M Bb CT TUE: 如 果 GEM 
了 为 C RA, IER CMS, ZDAM Dbh C" 正则 子 波形 . 此 时 ， 
ІМ M.C M, JARS, 即 M, EJ SE d di SH TE E: Hl 
同 的 . | | 

定理 2 WO, 9029 m HE Cr (HERD EE i =1,2. 

(1) du f: M.— M, AOAR ХОЙ PL B. 08 А), Mi 

= 25 «* 


OU), 2203900, D) f C RR, eb = (EID e) 
IU, ф)Є Ф}, f :f(M) 9M, 为 了 EGER. 


(2) 如 果 f: M — M, 25 O" RA, CORO, DOIM, Da) 
的 С" 正则 子 流 形 . 

证 明 (1) 设 TI; fOLOo M. 为 包含 映射 ， 则 对 任何 (f(D)， 
pof) EDANE V, $)€ £s, 

feIc(gof-1)7! — geIo(f-1) teg"! c pofeqr! 

AtC'3& BJ, H rank T=rank f =n, ЕГЕС 8 入， 从 而 
(f (M ), D) СМ, D) 6 Cr PRE. 

OET f DRA, S105 1 E ЯН М, 得 到 的 


诱导 拓扑 是 相同 的 ， 再 由 (1 可 知 , COLO, D) ЖОМ», Фф) С" 
正则 子 流 形 ， + 

HT RHEN TE Лр ВЗ ЖЕТЕ, Ed IS ПЕНЯ — 
个 引 理 . 

5 #2 VECM, 2029 u, E C' Cr DUE =1,2, 4n Ж f: 
M, My 2 С" WEM BGank f), (ume. Él 

(1) SET a— FG! SEES BAUER Dues 
地 交换 次 序 后 ， ofr yn f) 2 P B: КЕ t. 

(2) AFF PREX Ub A, 27), aE g= fin 
24 3 БАРА (2, o ЕЗ} BET. sf mut fl 1, coni Pf 
充分 小 邻 域内 成 立 、 

证 明 (1) 在 了 点 任意 取 定 一 个 局 部 华 标 系 (U, Ф), an 
因为 (rank f), =n, 所 以 


rank( 2HP °}) ). =R; | 


(ру 
24 (yl, уе) XR SHE E I, РГЕ 


= 26 c 


"i, ЭМ g! EE 


тр? 


Hi z'of3 r,e, zi ER SEA e БЕ РА fo EB, Tn 197 
foey of hE p 的 局 部 坐标 系 ， 
(2) {ка = 了 (Pp) 点 任意 取 定 一 个 局 部 坐标 系 CY，)，{9 s, 
3°), 由 (1) 可 使 得 {of,… y f) RA p 的 局 部 坐标 系 , ПЕ 
a! =p Geof, nf), i=l Ris 
其 中 ф' С". SHE 


2 бэй"), j=l, 


g! > J cab, fs, 
则 
262, ..., 2") 29! gie э", р s 2m) | L2(pt e" 
IG ey) ao FA 0) ГЫ? ка) OQ, my") суду 
7x0. 


由 2/36 wed ye SH SUR R AR EEE (27) Жай 
BBR, Н r =f, iSl, n, H 

定理 3 《正则 子 流 形 的 充 要 条 件 ) HEN n ж C'(rzzl) W 
JZ. MI 

ММ mit ОТТЕ TOE «=> M CN 为 子 拓扑 空间 ,是 对 
Е РЕМ, FENDE? PARERA, 0) ROS RAE 
MRU, EA | E 
MNU = 460 |z/(q) —0, m--1xzjsm). 

证 明 (=) MCN 为 子 拓扑 空间 .对 任意 РСМ, (Up e 
{zx!，…，z"} 为 满足 右边 条 件 的 了 点 的 关于 入 的 局 部 坐标 系 . 
Б" 1(z', 56, 0 CR", Mp MNU = po DR 
由 prU REIR, 3 GL NUDA К". 显然 ， 

Jp| мао, M CU, 9, CM (YU,) C R” 
. 27. 


АНА. TË, B S1 定理 1， 
Dy ={{M ПЕ, Prl кпе) m м) 
确定 了 型 上 的 一 个 CRORE C. PEE Н 


LJ MNU) =м U z) ANN 


PEM PEM 

ШЭ, 24€M QU) C CM (YU D SE hy, (p, g€ МУ, BE 
Vol mno Vol uhr, Polane, CM ПОО) эфа unc, CH (USUS) 

(zl ss rm 0, 9, 0) —> (у!, 0, 7,0), 
y'= (quoq Du! r, 0, 74,0) 
y^— (ga? qp a x, rn 2, 0, 7,0) 
是 C'R BD, ГЕР фь [uno Palrio, IAE CIE). БЕН 

9° I9, yis, Фә nov, CM ПО) p (U,) 

(2,7, 27,0, 6, О) Е (x, 5, 27,0, 5,0) 
可 看 出 包含 映射 Л: М-М 2) C^ VAL, 这 就 证 明 TIAN CE 
则 子 流 形 ( 图 4), 


А B 4 


(=>) KAMAN EE VIT ЛӨ, НЕ ВАГ: M IN A 
^r CA, HS [HE2, {ЕР px uj R F N BS ko E BR Ж (Up). (2, n, 
0"), BET (x I, y eI) A p ROT HJ SS BRA. а, 
z^) 和 (x!el, +, ао Г} БЕЙНЕА BU U p V. DUUM 


= 28 + 


2N WEN TORJE, PTAR LAR p дэе РАЈКО, ERU 
U, МПО СУ, M, s? eI — g*(xloT,-, x" P), m+ lelken Ж 
XTE МПО Ef CHE. iX 8 g^ nog X RAGE h F: £ p U> 
R", 4.09) = (2! (0, ) 960, Жар (x (D, z"(0)— 
v0, A, sog Xx dp 召 " 中 的 开 集 en (M ГО») E BS СЪ. 

容易 看 出 , Ят СО НАЈ (a, a") = (21 (2), 7, 27(9)), 
Ш] qcM[(1U«——qCU, а= фа), e, a", m -1<Ё<п_ Huk, 
TE Р ARTANA JE $É b U — p CM QU) E S S n 4 С 
Ж: 


和 
我 们 令 映 射 yp URA vp GO, +, 07000), 060. 显然 
0:000) дерә Cra gs, Н. 


Sq, yn) | 一 det I, 0 =1 
d(x', cy m") yia) * n-m ' 


Hi БЕР ДАШ пр y dude Ст, Ay А CEO WI H (91, +, 
PEAU Aya Ss Ау FN i Re eA. TE, 

{960 | (9) —0, mr 1 jm) = (q€U Iq (0€ CM (US), 
z*(g) =g" (x(q), +, 2" (9)) m 14а) 

амп. MNV, | 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 UU elt УВД, SEU - pi GO (1 
UD CU, M (UC M (Us; 为 一 方面 ,由 МПО, СО [AM (USC. 
MAU. МЕМАР = МП. d 
= 29 < 


TE 


67 ~ Ре х8, 
| fie, e!) = {({(БЬ-Еасовн!) cosu?, (H+acosul) sin м, asinu), 
Oca В, | 
TA SEARE, HFS xS! FO! x S) ape, 下 面 证 
РЖ СБА. BIR, 只 要 对 S! CS POKER KO Bp AE bn Яз 
(C81 — (e!0)) x CS! — {e"}) p), pCei"! e) = (ul, w), 
Ocw,.au2- 验证 即 可 ， 显 然 
Id gac fop ‘Cu, u*) = ((Bd-acosu!) cosu, (b-Facosu') sinu’, 
asinu')Rj Jacobi ре 
—asinu cosy? — (bt acosu sinu” 
[< мі віп ш? (b J-acosu') сози? 


acosu! 0 


ШЫ 2,8 f 2 C" EK A, WE ER 202), fO x 80289 Вн 2 
HENTE. 
例 8 jf Ri R° 


поо (HEB, re) 


显然 它 的 象 是 双 AL Gy =y, FAREN Юи 
rankf,—rank(z'(2), y (E) —1, BIA f, Ж C^ XR A. 因为 
im fi (2) — (0,0) = f. (0) 而 Vim fi.) = Jim 8820, 8k f; 
f, CR!) 2» E d£ 0, 0) 不 连续 ,从 击 iR В) ЖЇН, ТУ: 
ЕВА. ША 201), f(RO 3p R° f 1 ECT OG, 
V fe Td S B| RETE, BORE CENTRE (图 5), 


XE, л: RR, fO) GO)» (ФЕ, 


LCD uude 0" 单 温和 而 不 是 典 入 ， 由 定理 3， 天 (RD 为 R 


+ 30 * 


x COD, ус? 


Gr (D, s OQ» 


E в 


的 1 维 0* 子 流 形 而 不 是 COE WI TEOS 9). 

例 9 WT S xS'-((ert, e?) рап, ш} 2 ҖЫ 
Bu. нр Т ЙЕ E exam es). ds gÉ gd 
R° LAUS 55: (y 38, IE PE Qu! а?) (v! , v?) «=>» o, v) = (ш! 
kl) RI PEZ, 

4 0: RS x S!,8(u,u*) = (e? *, eir), WIES ШИЛ 
Пр 27-34 81 x SI 上 的 一 个 局 胚 OCC Qu! 001) = 60и, ш), Җор 
LG, а) 126 Сы", мз) B9 E (I Ж. 

考虑 C fi R =S 081, РС) = (ее, erm 

当 JEER RINEN А БА, H. fO(R:)pE St x 
А T. 

# Í АРААН, ШТЕТЕ L, BER, Heta Mitet, еа) = 
ft) o fü) = (emm, ertt), EE ti t= k, alt — t) =1, X 


dk, IEZ, k0, lE Ha 2 ҖЕ, SS LUE < 为 无 理 数 相 
FA. ük f bist. | 


= 3 = 


ЫШ ER 12—15, ДЕ (ut, up eR OQ au) fO. 4 


W -(u-— ui к): ui m NIC (W),97 Fla) 


甘于 SUXOS' HEA. ЖЕ 如 关于 R Йу БУЕ ЛИП, QE 
得 Ff) СӨС). 于 是 , f fE ats Pass rh RRA 0 le folda— 
030-70, 87 ef(t)-(1, at), AMii(rankf), -rank(1,2) 一 
1. Bi 如 的 任意 性 可 见 f is AL. 
对 任意 taE(0,1, 取 0<s<naiafe，1 一 寺 ， 由 下 面 的 引 理 
8, ўс m, 1€Z, f |v—au— ma—l|«e, $ t—ud m, HA ` 
| (at) — («t1— i| = jo—at — L| = |v—au— ma— 1] < 
< minio, 1—v) | | 
1 а= {pl (at) | — e, ҖЕГЕТ # ж AS382PF 1 03 E K 
XR, 0)—t—[0). BRERA RY 中 < 人 中 是 稠密 的 ， 
FELES FORO Ae ENTEBE f PERA, (ux 
НЕО 1 维 正 则 子 流 形 ,; 则 对 任意 SCRI, 由 定理 3, FE foto) 
XT ха ДАЊУ КО, фо) {Ну (УГ ОЕ?) -v00n 
((z, O |zER}， 显 然 它 在 (下) 中 不 是 移 密 的 ， 仇 是 由 于 FORD) 
# S! x 51р AR, Sce (VO FO) dE eO) К, 678. 


ща APEAREN, HaT (т, а 为 五 质 的 自然 数 )， 则 
(е2, ка 一 ten”, grr) egik, a(t — i) = A 


Cti ta =1, dh k LEZ <> tit sn sEZ, HU m f(R') 


+ 32 ^ 


为 5 x 8" 上 的 一 条 封 阳 曲线 ， 它 作为 号 08" By Tin T A slik 
Т 57, TE 验证 СК) АУА Wasa kaka 
X fd). 

引 理 3 设 & 为 无 理 数 ， 则 对 任意 ucR $1670, ФЕ m, 
Z, ik | ma LE ee, 

证 明 276, sEN, 558, (5а) = (so), Wi 

-G- Se. Ika) 一 人 二 Lee- Csa] _ [£a] — Esa] 
k—s 


— s 


"E "PR этн. 于 是 , (ba) = (sa), b, s€ 
N«— k-s, # A= (а) |8EN} 为 (0, 1) 中 的 无 限 集 , 从 而 必 有 
4 的 聚 点 x€[0, 1]， 对 于 任意 EN, 必 存 在 ,seEN， fE {Бо} > 


(sa) B. 0< (ka — (saec. 记 m-k—sCZ, 因为 


| {(#—5)@}-+ [(&—) = (k—s)w= (ka) — (sa) -+ [ka]— Га], 
—1« ((&—s)a) - (&a) + (sa) = [ка] [sa] — [(&— sja] «1, 
所 以 0< (ma) = {(#—в)а} = {ka} — (sa) < L-. үң ГИ, ((me) | 
mc Ж {Е[ 0,1 ERE asas. 

对 任意 ac 下 和 e>>0， 取 neN, 使 <<e， 根 据 上 述 结论 ， 存 


在 mE 名 使 lx 一 [a 一 ma 一 [maj| = {u} — (ma) |< «e, 如 果 令 


[十 [ma], ИД [и — ma— C1 e, 4# 
更 一 般 情形 ,可 以 证 明 ( 参 阅 Hardy,G. H. and Wright; E.M, ‚р. 
375—393)a,, «а, Ш РЕЗЕ < (itay, Ttg {iah [t€ 
В) 在 [0, 1]^ — [0, 1] x --- x [0, Bul. i | 
— Pv 
n^ 
XUACFn-2, fDRT"—Sxex8', f= (етн, ... 


k 


- 33 * 


eati) A C RR AET ERA, FARE ТК, Dium 
] 维 正则 子 流 形 . E 
i10 EMAND рт Е a ЯЕ CT (rZ D BÉ, £M № 
29 С, JE PIM— MX У, Ер) = (p, FONAR АН f B3 
图 形 
Gr(f) ={(7, FPEM x N|pC M) 
2 mta CO" 积 流 形 M >x N BJ mi CUENTEN. 
设 p €M AME de Гро). C Po 的 局 部 举 标 系 为 (DV， 
Ф), {人 ,qo 了 (Po) 的 局 部 治标 系 为 (FY, 多 ), (22), M | 
(p, )eFog (т) = (ф, р) SF Cp) = (ф, р) Ср, f (D Y 
—(p(D, pofi) = (z, фо оф (x)) = (т, у), 
Н FEC (М, N), FCOTCÓM, M x NOH 


әу... 949^ 

Әх! 22" 
тапк ==тап Im - + e |= m. 

3" s. д" 

dz! da" 


PiIM-AFOM)DURHERRENIRRBO, AN E H CAH, Gr(D = t(p, 
f(0)SMx> N se Hl—FP(M)2 M >x N hm СТЕУ. 

ЭМ, ПЖ, ЎСФ)ЄМ х №, lim (Pa J(p.)) = (р, DE 
Mx N, Wii lim p, p 和 了 连续 可 推出 9 lim f(p.) = f (p), #& 
(2,9) = G, HPD EF CM) —Gr(f), 

"iB ЕНЕ ВРЕ 0 së [A 1 By C'(r 1) BRUM. f: MM Vf 
wa BIERES f-1(qy 是 一 个 dimM,—1 维 的 CEMT Ж# 
《djm 表示 并 ;的 绯 数 ),， 由 此 可 构造 出 大 量 正 册子 流 形 . 

定理 4 tM. n C'(rZ- 1)NJE, i —1,2, fiM >M% 
ОЗ, НЕ pEM A 
= 345 


(rankf),— i EB), 
ШЕВ qe М», йй 
f 9) =4реМ.| р) = q) 
是 空 集 或 对; 的 由 一 E CUIEWET- EE. 
证 明 Ж M=, CAM. ji р,9 处 关于 М, М, 
Бу ЧЕК Л BI (U, p), (2) (V, 0, {#7}. TE p ВОКЕР 
RA, 4 
Q= of, | jzl,v5m 


SUR Oe, POS CUR, а rand( S 7) =i, 所 以 可 以 适 
AM PON БУЙ ЯЕ DU ЕЛЕ, ВЕ | 


2(8), -.., 01) 
, Li 0. 
9(x!, ey gt) PRI 


TAE, (0, n, 0*1, e a) RRA p 关于 MISURA, TR 
EUER GT), 则 有 05-25 21,56, 1, BUTTER p ВОЗ РК 


j 
域 Uo 上 ， rank( 257) ыл 
Lata 


—.9(8', :.-,9', 07) — det fi 0 207 
g(x!, rz! an) * 207 oc. 


Әг! 
P—ilctl,-e,9,4j—141,--5,, 
CBE HET. 0171, Or (UR a, esa SERT, HE y! (0) a^, ј= 
1,5-6, по, JE э е a! = ОСИ Н a —a FORE yD, P Ж 
MNU = {pP'EU I fCp') = 9) 
={p'EU |0 (pP) —0, 1, t, m) 
—(p'€U, 2! (р') 20,4 =, 0. - 
因此 , 由 定理 3 HGH C' CE Fais, EMRA M BJ n —I ЖС" 
ЕШМ. ++ 
° 35 = 


n+] 


WI fR {0R fa) 70097, h z = (z, 
,21+21), (тапк), —rank(2z!, ee, 20771) = 1(x Rt - (01), 
因此 , S*— (z€R"t1|f(z) = > (5-1) «f^ WR — (0) 


(从 而 也 为 91) а СТЕ ЩІ Т-Н. 

注 1 从 定理 4 的 证 明 可 看 出 ,如 果 rankf {к M= f la) 
s 包 的 基 开 集中 为 常 值 z2， 则 型 = 六 (9) 仍 是 好 ,的 zu 一 ! 维 
CEMT. Æ, 如 果 rankf ФЕМ =F) LARE LEUR 
能 推出 它 为 MS et k CER FREE. Bl kn: f: R'SR', 
Ра) 4%, М -f(0) —(GER!| f(x) —a*—0) — (0), rankf [y —0, 
[B ЖЖ Ro 1 # C GERIT GE, 


53 单位 分 解 
WELEHE, Stokes 定理 和 向 量 人 外 上 放量 的 存在 性 定 
理 前 证 明 等 都 需要 用 到 单位 分 解 存在 性 定理 ， 因 此 它 是 近代 数学 
中 的 一 个 重要 工具 ， 下面 介 绍 单位 分 解 的 报 念 和 有 蔷 的 定理 . 
定义 1 WU,.lac D) AMET RE, 如 果 АС U Ua Wi E 


(О.а Г) A @—51 Ж. S RIDC D, B AC |] Ua RU. | 


ac 3, lac DP ST В. 
IE (7. Jac P | B4) АС M I DES, 如 果 对 任意 PE A, 
存在 a E УСО, ШЕТ, 87 作为 记 aleE 的 一 个 精致 
设 (M,r) 为 拓 种 空间 , (CU. Tac DRM S — A Rd, 如 果 对 
TE pE M ,H pif ОИ, MERERI а УВ, „ПО =, 
则 称 {Vlas 站 } 是 局 部 有 限 的 . 


r jé 


ОМ, 0297, Zia], ШЖ M B9 8E JE PESE (0. |же D: (U 179 
JF RO IUE JW E BUTTER ЖС (V | ДЄ ЛУСУ, ARR), MERCH, т). 
为 仿 紧 空间 

ВЕСОМ, т) Т» SE E], AR G,€v, Иб, ДЫЙ, H. Q, 


Grr KEN, M= | J Gu MEME o RH. 
K=1 `: 


#11 ёш T. ZEM, тә о ERG = М), X Ж 
ФИКЕ CEEREROREDATHIRIOTOHR E, ТЕШ ЮН RID 
"850. ЕЈ 

定理 1 (1) (М, Od o XS, EAE К im. 

(2) WPM п АКИН, НОУ ДЕ А, 空间 { 即 具有 可 数 拓 
+ Ж), 则 它 是 c Ж йз, 四 而 也 是 仿 紧 的 . 

证 明 (1) {U Jac D 39 MR EET #. 对 每 个 EE 和 NU 
{0}, FEN (0,0,0) U Gu G = 023, XX Pk ДИ шй 
BAR X, — G,, BUG, RITTER RETIREE s Va 


办 为 UU (65,69 7 M, B (V xt, Uh Vta b —0,1,2, 125 MES 


DES EL UI SE HEUS (О. |a P f ЖЕН Ж, IT 48] 26 26,20, 
з НЙ, А был Пі = @, j>k+1. PE, (Vie. 
Vh k= 0,1,2,- -小 是 局 部 有 限 的 , RHEN T OM, ту RB. 

(2》 对 任何 РЄ М, X p BS ESRB ЧЕ bx SB ROW, Ф), B 


9,(À,) = {2ER"| > G1). АР MET, 空间, ЭР 
RU, — ee C R^ D G9! « 2) bl RU, pr ER" 570) 


所 了 } 是 紧 致 的 。 这 就 推出 了 再 是 局 部 紧 的 . 


rr 


由 于 形 为 4 空间， 根据 Lindelóf 定理 推出 型 的 开 桥 盖 (071 
РЄ M) £i aL TRE (UU, |$—1,2,-).. FERIAS XC. 
# P: G =U, ШС —U, 是 紧 致 的 .假定 Cs Doug X, YU k JE 


3 E 1 
EGT U Ui, & Giu = U Uis CENE HG = U U, 是 紧 E 
icd =з ical 


的 . ША, GC Gu, Le- Lu =u, 这 就 推出 Y M E c 3 
к-1 $-1 


Ёз, ++ 
引 理 1 С") = {АСЕ |||, i=1, e}, ШР{Е С" 
ERR 7: Е" — R, 使 得 | 


f wq) s Oxf|e*n ml, _ /]н"-о"а›=0. 
证 明 HH S 15[BB 1 59 
етт, t0, 
ea), , (x0 
是 0” 类 的 . 5 


y(t)— | et) 


papa a] 0526 


=0, t<0, e 
> £251, 
H3 0<4<01,у'(4):>0, 再 令 
—0, [£]21, 
| ko esteso [tL 
| _ 1 
=1, |2165. 
TX. 
| f (z', 2^) =h (a) -A (z) 
为 所 求 的 CHARH 8). + 


= 3; «+ 


引 理 2 VEU Xon HE Cr ЕСМ, STET S Cono, А 
为 有 的 紧 致 子 集 , HACU, 则 存在 Cr 函数 V: MR, 使 得 2 
0, [470 且 在 含 M—U ЖАЗЫН 0. 

证 明 对 于 任意 РСА, Н p 的 局 部 坐标 系 (7o po)， 使 得 
U,CU Нр) =0， 配 CTJCws(yo)( 至 多 再 作 一 个 线性 变换 ). 应 
用 引 理 1 中 的 },4 


$a 


РСф,(9)), q8U, 
0, qC M —фу!(0*(1)). 
ga, pi M>REC 类 的 , HL oO (р, (2 =} (00 —1, 此外， 


i V, er (C(3-)) oba 88, Ас [J Vo. 所 以 存在 Pr 
PC A ` 


- 39 «+ 


k 
V, EAC ЈУ. FE v:M—B, Y= pa 1р, JE ОЭК Йу, 
Plus. (D = 946020 (96А), HyS M —U ЖЖ 


k 
M — UJ”, 内 为 0， + 


定义 2 Vzlg.laS D) An Ф ASLE M, D) EIS 
ЖОГ 为 指标 集 , ЛОИ ФП Ж). Anges: 

(1) g, 的 支柱 Suppg, = (4€ M g (a) 0) 是 紧 致 的 ; 

(2) {Suppgejlas 六 是 局 部 有 限 的 ; 


(3) Digal) =1, g,(4)220, 4€ M, aC 1", 


则 称 {gs € D) 39 CM, 约 ) 的 一 个 单位 (1 的 ) 分 解 . 

Ја D) 3g n Ооо) ЖИСМ, D) 上 的 一 个 局 
ЖЕБЕ Ж, (EDAM, @)09— LEA RS dn 
Suppg,CU,, «€D, (|а AMAF (UL aD) 的 一 个 

单位 分 解 . | 
| 定理 2 пой Ооо) ИСМ, 多) 上 存在 一 个 
单位 分 解 {9; i=l 2,…}. 

证 明 BAM, DE о RE, KEE (0, 81,2, 7) ,使 G, 
HN 48, 0 IC, HOC CO, CO. C GC IHLE k K. pEG,.: 
—8,.,, BE pi BBB ERE U» Qu, Сб: 01, 


C) Cos QVO. IESU Gio ($)) imn s COME 
аво 0, ELT REBEL (ЭШЕЙ ТАО au E-1, 2, 5 
i-i, sn Oer b 1.2, КРОУ 


. 40 * 


并 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 . 为 方便 , 记 前 者 为 {(Da 901 1,2,5), 
XV, ZEN (2) ая 
fep), YET 
0 ,rEM—p (C (0), 

"DELI т роза, Ба р, 是 C0" 的 , Н, 

| D0,z€V,, | 

$i Zn z€M — er (C (0). | 

由 上 述 构造 法 可 知 ， HHE PEM, HTE pU ADS W ,, ERAR 


EZO] 


+ U, bs Cul =o, Blk, на ЖО" 函数 ， 此 外 ， 因 为 
(V Ji =1, 2, AMA 故 对 任意 РЕМ, ЖА 
TE PRIV u EAE 94,0070, Mi TO но 我 
们 令 

п) = T (nh Vi _ 
$16,000 , єм—ф1(б"(1))у, 
"n 


Mg |i 71,2, 1 LAUR T UTE 1,2, HS REC OH, Ж 
定理 3 (单位 分 解 存在 性 定理 ) 

(1) BUET An f C Ctr ceo) ЕСМ, D 
нигоз, H.U. R S B, ч 
(0.1 ау ваз (9.19677), 

(2) ааст coo АСМ, 0) 具 有 单位 分 解 ， 

证 明 (1) 对 任意 PE, ETE MI-AR RU Г 
0.0, EN av€ Г), Bi МУЖ, ВТО МИЕ Ж (01а) 
ЈРВ). Р, HEREN Ф 

а 4] š 


= U W, GROS TERT CU, у= 0). 因为 {Ws| 86.4) 


是 局 部 有 限 的 , dc V2 U W,CU,CU, 098, (У агу 

М ГОУ HESS, HV 是 紧 致 的 ， 同 理 可 得 到 形 的 局 ， 

部 有 限 的 开 履 差 {V。 ws 六 ,使 得 V. ж, H. 
V.CVLCVEICVICU.CU,. 

RIIM 2 ,对 任意 xs, ЕТЕМ LOCARE 0, ИЛЕ Р.Г 

$4270, TEM —V2 у. =0. 因为 F.CSuppya CV2 CU,U Ji ( |a€ t 


是 局 部 有 限 的 ， 故 类 似 于 定理 2 最 后 的 证 明 可 知礼。(2) 是 0" 类 
的 , Но< M (zx) 之 十 oo， 令 
Er 


(=E ME 
gsx) 3o 
则 {ge Iac 7) 9A ES T CU, ае) - 4 8 DEO RR. 

(2) *EESESC M, НДЕН 1 (2), FE ж B Aa bn abg U {Н 
AU жїз. AAM R, PMA за {Б „| «= M AB — 
TARA ROTIE U Ја). ш, UCU GEA r), AU 
是 紧 致 的 .再 由 (1)， 存 在 一 个 从 属于 (Uler) 的 单位 分 解 
{ga lac P], + | 

定理 4 00 аЄГ) 2 í EO" (oor oo MS ERM, Z) 
йу УЭЕ ЗЕ, ПЕТЕ АУА ЕВО Г IDEAE (UID 
9,ECC' CM, К), Suppg,C-U,, iSuppg,|aC P) де ТЕ ЙО, 9. (2) 


20, 519.02) — 1,23€ M,ac P. 


wc 


Eg: 0. 和 uppg, ЖЖ Җ. 


. 4c 


证 明 IU. eS) M F DL 385, ЭТЕ E zea, dede 
ee, E CU. Mz z буй o {ЕРЕ B V.CU,., ШУ, 156 
MY (U, jac YB — Л ЖЖЖ. BIOS СМ, 2) DER, 所 以 存在 {Vz| 
aC M) ffs (Bm h ДЕ (Us |a FP) P) XS BEER SOT c (W ,| BE Ay, 
Н.Ш AW Bi, ДЕ 8:4-> 厂 ,使 对 任何 BC ALL DE ERI E 
ГЕЎ,СІ, о. HOEBE3 ,存在 一 个 失 属 于 { 冰 spE 作 的 单位 分 


解 (os | PEA). SHER AED 49.00) = >, pale) GnRaC (D, 


Bi 


& g,(2) 20), 2€ М, № FiSuppp: BEA 5 3E # BR, dE gc 


C* (M, R), Suppg, = U Suppe, CU.EXR (Supp: lac B л 


”部 有 限 的 , ШЕК, Ш ЁЁ (а) 20, V1 g (2) 51, 4€ M,aE D. 这 就 证 
scr t 


Bi {|4 D RARE (Lac D SL XR Dr E. + 

WREE 4 RREY с, WETHER 3 的 结论 而 直 . 
接 用 定理 2 和 4 的 方法 完成 此 定理 的 证 明 . 

推论 1 OM, 2) AC Oso oo B RUE, ACUC 
M, AAR U 为 开 集 . 

(1) ER: 存在 C Akp: MR, 8180. sems 
1, 7€ M; (D) р(х) —1, r&A; (c) SupppCc U, s 

(2) WEF UR HC 上 映射, 则 存在 Cr HG M— В", [i 
f$ Gl ,-F|.. 

证 明 (D H-FACUCM, 4 为 闲 集 ,为 开 集 ， BK QU, M — —A) 
为 开 的 开 柳 盖 ， 因 亚 仿 紧 ， 根 据 定理 4， 存在 从 属于 开 和 覆盖 (U, 
M — AVIS) У АЦЕ (Ф, 9) CC" CM, R), Suppe CU, Supp 
CM-—A,g^)-1,o, 920, Ф010, 因而 p14=1， 且 显然 

Spl KRIET р ҖИ #. 

- 4% 9 


(2) Eko Ju (1) BER ERI, 2 
(=) (z), z€U, 
e- › zCSuppg. — | 

由 于 pE (M, R), Осі, фр|,=1, KGCO'(M,R)RG|,— 
Р|,, + 

推论 2 ША, nA, рп HEC" (гоо) D; ЕЕ (M, £0 BD 
TAZKA. ШЕ — CU AR pi MR, MB Ox, 
914,70, фі а, —1. 

证 明 由 于 Af A, ЖМ ЕЖ ЛЕ ШЖ, (МА, 
M —A PG MIG3TE BER, 根据 定理 4 存在 从 属于 它 的 广 文 单位 RE 
ie, 6), 使 e, 6CCT CH, R), p, 90, p y —1, биррр M — Ag 
SuppéCM —A, TÆ 0c ex, 94,70, $|4,—0, M ii eli, = 
1， 这 就 证 明了 为 所 求 国 数 ， E 

JUD B r^ ГТ RE UEBIO ER ED E ERR bik, E 
H Fm 50: | 

定义 3 BO 27) п C RD, ACM, f: R H 
AR. MESHERE РСА, ТЕЛЕ р FERU, 和 一 个 0" 函数 
fjiUV--R, Ef f| aru, fpl anv,s ИЕ f Е.А EC" 的 . 

定理 5 Аун О (ес) В ИСМ, DNE, 
WA С" TEAM Ву С ВЈ. 

证 明 IH-+ f # A ЕДО", 故 对 任何 2Ed 存在 的 开 邻 
hk U, RC" 3808 大 :7 一 及 ,使 Fanc 一 fno P289 A WEE, e 
{Up 9C AY U (M — A) 26M D 7E TES, BE ELM DE BUR ARTEN 
广 文章 位 分 解 {psi PEAU (ра) CC" (M,R), єр (Suppe, 12€ A) 


U (Suppe) BRAR 95270, 94220, > prt фа = 1, R.Suppp, C 
- А РСА 


Up Suppp,C M —A, 4 T,: M— R, 
+ d£ x 


_ {фФ»(т) (2), gcU,, 
Һр „|, z€ Suppgs. 
EA, Suppf,CSuppe, Juf(Supp].|I»CcA) 局 部 有 限 ， 并 且 
1=]>]ебё' см, B), fA f їзїн. + 
PEA 


R* 中 大 量 的 光滑 曲线 , n 维 光滑 曲面 是 微分 流 形 的 实例 ， 它 
们 是 В” 中 的 正则 子 流 形 。 人 们 自然 要 问 : —4 n 0021) 
JE CM, 狐 ) 在 什么 条 忻 下 能 被 安装 在 Euclid 空间 中 即 存在 一 个 
CUKAFIM RU, ШКЕ: ММУ. EAR ATI 
空间 , РОЛ) СТУЛ) oA: 53 |a]. WEB. 我 们 当然 希望 "(使 流 形 
于 实现 的 Euclid 空间) 的 维 数 六 越 小 越 好 ， 我 们 甘心 的 问题 是 N 
能 小 到 什么 程度 , BERI SEES E POST Ж п С^ (у D 38 
JE f Euclid 室 间 中 的 实现 有 以 下 的 定理 . 

定理 6 (ЖШН A E HO Vr (М, б) 2g X SX n ik 
0r ü rco) JE, ШЕ тем C CA FIM В" x 
R?x.x R'—Re'octn 

证 明 对 于 任何 EM, AR рїї А) BB 2 pa ЯА (Us, фр») {Еф 
Фир) =0, C coU). =p (OF). m #, (РЫ 
РСМ) МЖ, HMRS, TAH AR T TRE У, 
У). 

应 用 引 理 1 ШШЕ], 

Rh) e * EU p,» uu 
. › VEM- pr (CD). 
最 然 fM RIEÉC т. ВИЕ | 
Fi R*x Н" ee x Rc Което 
| UR 


"n 
э 


= 5 c 


为 - 
Fer) = (Я (х), r, Р(х) Р, Са) go, (а), з, Pun фь (12). 
由 f, RIPER, f. (z) po Cr) PT HUE M ЕЙ C7 映射 ,只 须 在 Vs, 外边 
ELAO Ш, FEC'(M, R7 0*9), 下面 可 以 证 明了 就 是 所 要 
3K BC" HR À | 
首先 证 明 节 是 单 射 . dp FO) =F), MIHE 4 f, (2) = 
RD, iSl, e, m PEP REC), IA fF. DD es (p) fun 
€», GO WI fi GD = fi СО q€ р! (C 0)) 和 es, (р) = 
Pro (Q). 因为 pp AIRES, АК p = 9, Mfg F BR 


XL ESL M EC, Pp EA — БВА EF: MF MOR" gar 
H CH A ЖЛ ЗКЕН Mas R Wl А А, TEDA = (А) 
CEO S SCARE, 由 此 得 到 (C4) 为 闭 集 和 FF-! ЕВ) 

最 后 证 明 тапк =a, XP TÍEfPCM, BHDOF(V..SVa»r 
MESTRE. MFE em), [E РЄ, RARA Fotbs br 
GO. Pap LEUE Jacobi 矩阵 

Didge oF opz?) = D(Fogz?) 
包含 非 异 的 2x# Ж, Б (тапк) а, ERE, Bro,,(z) = 
Cu, e, U”) —u, фр, C 二 因为 了 C9) 在 ww 的 一 个 - 


邻 域 中 恒 为 1, 所 LAFO) =1, 25 (ш) =0, JE. fala) pa, (2) = 
f (go,(2)) pr (а) = fw, 


3Cf uu, -, Fau”) 
2(u!, ---,u") 


Mq 
3f ај y 0 ft . 
Ja” С! XR + (и) +9 Put T jfG)-0 
zdet ETETTLTTITETTTTTT A 


2 yn уш). 0 Diar + f(u). 0 Bh un fu) 1 


—det7, —1. + 

ETRA n HE CU (orco) WEB A ЖЕЙ ШЕПН Eee А, 
ЇН IE Виру Euclid Za R^ By Ж $k N —m(a--1) [Ей ш. К 
fg d f) nu BH Bb ЛГАН Whitney RATE [RI [Brócher, Th. 
and. Jänich, K. , p71] f [Sternberg, S. , p63]). 

定理 7 (Whitney RAER) 如 果 CM, буп HE CT 流 形 
(Garko B X. A573 [8], MFE HR AF: MR", HF(M) 
为 R=! 中 的 闭 子 集 . 

# Š 1 和 本 节 已 分 别 引 进 了 微分 流 形 和 仿 紧 的 概念 。 辣 时 已 
AMA, — C RETE CO rco) EAR JE ОНИ QOL E. E 
之 , 从 Whitney 的 一 些 结果 即 得 (参阅 [Whitney, H. J! ЖП [Whit- 
ney, H. ] ;任何 一 个 仿 紧 的 C* 流 形 (3 宇 1) 都 具有 一 个 与 其 上 已 
ЙС" 构造 О” 相 容 的 С" Mi (cro, ЭЁ ELTE 4828 8| — + С* 
fé ^r IRI BE E РЕ — Ду. IBAE, СЧС) F 不 一 
ag ORC! Miis CRISI Kervaire, M. ,此 外 ,在 同一 个 C0" 流 形 { 拓 
提 流 形 》 上 可 以 有 不 微分 辐 胚 的 微分 构造 ，Milnor f 1956 年 发 
表 一 篇 文章 给 出 了 一 个 与 7 维 标 准 球面 同 胚 ， 但 不 微分 间 胚 的 微 
^ (Milnor 26, 2 Міпог, J. W. ]]) 时 引起 了 人 们 巨 天 
的 惊讶 ， 更 进一步 ，Kervaire 和 和 Milnor 于 1962 年 证 明了 8 E 
共有 28 种 不 微分 同 胚 的 微分 构造 (参阅 [Kervaire, M. and 
Milnor, J. W. |), | 
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第 二 章 ” 人 向量 从 和 切 从 


本 章 83 中 为 建立 CUR У: M Mo 在 PE 处 的 微分 

或 Jacobi Htt fap 必须 在 一 点 处 线性 化 ， 即 引进 切 摧 量 和 切 空 
闻 的 概念 ， 切 向 量 的 引进 可 肥 用 近代 观点 囊 不 变现 点 或 瞎 射 观 . 
点 ; 也 可 采用 十 典 观 点 或 坐标 观点 ， 将 M 二 的 切 空间 族 按 一 定 ， 
方式 使 其 成 为 切 众 ， 在 引入 切 从 之 前 ，$2 先 介绍 了 近代 数学 中 
应 用 广泛 并 且 极 其 重要 的 向 量 从 或 葛 一 般 的 纤维 从 的 概念 ， 向 量 
从 或 纤维 从 中 , 两 个 相交 的 平凡 从 图 卡 之 间 由 给 定 的 所 扩 群 或 Cr 
群 或 C7(* 之 1)Lie 群 相 粘 贴 在 一 起 .而 51 益 述 的 就 是 这 种 噬 有 括 
扑 或 流 形 梅 坦 又 有 与 折 扒 或 流 形 相 容 的 抽象 铬 构造 的 拓扑 千 ， 或 : 
©" E Ot (OI) Lie HE S $ 4 H T C? 切 向 量 场 和 积分 曲线 之 
间 的 关系 ， 并 应 用 1 参数 群 的 引 理 1 证 明了 连通 C^ 流 形 上 的 齐 : 
性 定理 ,从 而 它 成 为 一 个 齐 性 空间 . 


$1 Lie 群 

Lie 群 具有 两 种 构造 ,一 种 是 流 形 ， 另 一 种 是 与 浪 形 伯 容 的 群 
的 构造 。 它 的 确切 定 关 如 下 . 

定义 1 REAGE: (DGA RADCA GPE 
运算 十 C? 35 B, BAR S: G< G— G, (a,byi—a- bios EJ : G— 6, 
aa! Ж 09 类 的 , 则 称 人 为 拓扑 群 . 

An* R GHE: (06 A п С" DE, rC(0,1,-., 05,0); 
(2)G ЖД; GO Ra TEE C" 类 的 ( 群 与 流 形 C" 相 容 为 则 称 G n 
HEC" ER. mE rA, # G 2 n h Стае B Gp r=, RO 


Ж n 9 C Lie 群 或 实 解 析 Lie 群 。 类 似 可 定义 n St Ei Lie 
* 48 = 


群 . . 
Hi JeJ (а) =J (а!) = (a 3) l=a н] A, J:G->G 为 0" [a] 
№. 

АХ, 1 ETUE H, C" TE G 为 拓扑 群 ， 但 拓扑 群 可 以 不 是 
0" 群 。 例 各, 有理数 加 群 8 是 拓扑 群 , 但 它 不 是 荡 形 ,从 而 不 是 Cr 
群 . 含 单位 元 素 ( 即 0 元 素 ) 的 连 道 分 支 为 {0}， 注 意 子 群 {0} 不 是 
Q 的 开 集 . | 

СИВЕ С" ze D Lie 群 的 例子 叙述 如 下 : WE В 
Euclid 空间 的 通常 Cr UE (02-10), z, g€R', ut x z 和 3# 的 加 
WE з= ку == Аш ry, EAR 在 此 加 法 于 为 09 群 ， 因 为 z= 
尽 和 十 扩 的 一 阶 篇 导数 在 《0,0) 不 连续 ， 故 它 不 为 Cr (r21) Lie 

定理 1 (1)2E ФА (3) 90 x GG, (х, y): ус! С" 
类 的 . 

(2) à X 1 rp, 33 rC(1,-,co,0) Bb, AIEG)OGXxGoG, 
(x,y) ay дЕ C" RR 

证 明 人 (人 >) 因 为 epea y (2,971) Seg С" 
Ну, (x, g)ia- g^! E O" 3, 

(<) э Ce, у) (е, ў) еу: = 是 和 类 的 , 故 yg! 
A С" 类 的 (e 为 的 单位 元 Ж). WES, MG, e, 937 和 
(2,9 Dea (у!) — aig С" 类 的 , andit Gn ior у 也 是 O 

(2) (=) ER. (=) RANER G—G, zr 8С" Жүн, 39 
此 , 取 8 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 并 将 c, 9€ G hi pril т* fug', W 
FERAE Ж XR, (2-5) = (Guy), HK pt СК, B 


e Gn-r. Bub (S5) -òf iei CE BI, FEAD 
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a ei 


=p (r, y) = et fE e НЕ B) C osa! 0G), 1834 а-у = 
ebur l тэш! {с е R С” ЗЕҢ. hH Pata lrollala) 
— (a l.zy i a =a), БЕЙ] жеш! ДЕ а pz С" SA. + 

定义 2 ШН ОЗле С TRES), Н С" Е 
WEE. FRA О” Е, i H 3) Cr ЗИ G W Cr TRUE, 并 
盟 它 本 身世 是 一 个 0" 群 时 , ДЕН 29 G i Cr Lie 3-88, | 

定理 2 НЭ CrLie BE G BJ С" ЛЕШЕ ЫЕ (722 D, TE Н #Е 
为 抽象 群 是 G 的 子 群 , 则 五 为 G 的 0'Lie 子 群 . 

证 明 Bd Hx H—GxG, (u, homok) FIG x G—G, 
Chis ha) ki ke BASE C^ В, BREL H x EG, a, RA h, E 
ОЗШЕ. ЖАНУ) G f O: ENF ЙЕ, dE - 4€ S 2 SE BR IT 
án Hx H-»H, (hh) hs Mo CT PU, IER w E HH, 
hh! 为 Cr ШЫЙ. EAEN T H 29 G hy C" Lie T3, 

#1 及 "为 0" 流 形 ， 群 运算 取 作 加 法 , HDR а (as, 2) 
fg (3,5. ) EX ау (т! gh ova 37), UD de CHO 
FRAD 为 0 二 (0,…, 0)，z KAER z 的 负 元 素 ) 为 一 + 一 
(к, а"). ER, Hii EAR C жЕ, TE, Н" 就 成 为 C" 
Lie FÉ, ВК то 维 向 量 群 . | 

2 T"—S xex G= {hefi eer, pte lc gm j—I, s, 

| w | 
n) 3 C 流 形 ， 群 的 乘法 运算 为 | 

(eius, ID e? e (gP an, S 
к= (gË EHON ,.,, Зно) . 
ETE (eU, ee, gr), (pini, e, ginti) риу лу зе 
(eee vt) 显然 群 运算 是 C° 类 的 ， 于 是 ,T* REAC 
Lie 群 , 称 为 nt 维 较 环 群 ， 特 别 地 ,了 !=8! 为 1 HE C^ Lie RE, 
由 第 一 章 §2 例 9 和 定理 3， 当 o,…,as Ж 系数 无 关 时 ， 设 
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H —((o* ny e, ea") ЦЕВ), Ep H-T'H, W&I 2 T" 
ЗЕЙ] C Lie F ЖЕ Ru JEEN THOE, ‘EEIE 2 HE XT P 
F Pi, 


1 
例 3 S =i le, Los Tay T4) |y, € R, I=1,--., 4; 之 :好 一 
Tm 


4 
= { Hza -gaj rg, kIz,?ER, L—1,:,4; У122=1,1=ј°= 
1-1 


k!-—1,ije—ji-k, је — kj- і, ki= —ik 3) 0) C^ И, 
Ауа ЛОГ HR Йу Е E. Mare 4-22 az, j aR, 
y= tyit yai 00, 121221403 zid ri, Eu 
хуа (жй — Eafe — Ea Ya — туйу) E (m pa Аа maya xa i). 
T Gira do Eai H gala — 2284) J - Саара 


— 2.9) R, 
[zy] = let- Ty]. 
EET z,6— 234 — z R), 220, 


由 比 可 知 ,如果 x, y€ S7, Д] z- gc S?, x !£,5* Ha! — g itaj 
— z R. 为 验证 S° pius СФЕ, ZR — BREUI S. 0, 910, 
ШШ z,-A/1—21—22— zf y,— —/i—gt —yi— gi. 于 是 ， (Qe 
Ж) 21, i Zo Vis Vos Уз 的 C^ ERG, (271), 为 st ж», ж» BJ C? ERG, В 
而 群 运算 是 C^ 类 的 ， 这 就 证 明了 S? 23 2 C'Lie Rf, 

例 4 СІ (а, R)=(A|A X nx n KEPE, det4 志 0}， 如 时 
A= (a) 看 作 В" IBBSER (Cas, cns Gas Graty злу", ns 
tamb 20 Ar det.A 为 СВЗ, ir GL (s, В) =det ^ ( R— (01239 
AR" 中 的 CRTR. RERE k, GL (n, КО, 


显然 , 单位 元 素 是 单位 矩阵 五 一 (8j)， 6j = 4 的 逆 元 素 为 


hi 
Т 


€— kanpu aje .- a Q 


ШШ А-!, Ж ЮШЕН ЕШ ДО” 类 的 ， 事 实 上 ， 设 A= (0. 
B—(b,)€GL(a, В), А.В (с), A" (da). Wil es 


labes WCD au ЖД bs; 的 多 项 式 明 数 ， ate СА, В) 
Kl 


A-B 3; O* Bh. AA 4. = A, /detA 为 ar FEDES RER HL CAL; 为 
ai 的 代数 余 了 式 ) ,所 了 以 道 送 算 AO A7 2607 映射， 由 此 可 知 ， 
GL(n, R) 2g — 4 n° 维 的 Co?Lie 群 , 称 它 为 1 次 实 一 般 线 性 群 . 
类 侦 地 ,可 以 证 明 GLO, C) = (AL A 2g nx n BE, detASc0) 29 
n" fb C^Lie 群 , 称 它 为 7 次 复 一 般 线性 群 . | 

{5 EG, C'BETCÍO,!, 00,0), —1,:, 8. 一 方面 
18 C, x x Ga FEX C" RUE. 男 一 方面 ,把 名 x… x G,TR29 RE 
By ECBS, xx BF Cg, 7, g.) On, ns A = (oh ns Ga'n). 容易 验 
WE Z x x Ga 也 是 CUTE, PAC" HE G... CLOS NR. Aue ЖЕН 
IREE Т» = Six п 1 Ce Lie BE! EM. 


个 


н 

33 ЫС 785 G" RE, M 9 C" HEEL T€ (0,1, ---, оо, 06), 如 
JR C" WS F:G x М-> М, (9. OFig, р) =gp Ath (1) ep 
=p, PEYH，e 为 的 单位 元 素 ; 22g (9m = (gi: gp, PEM, |, 
g SG. (ЕС АТС 作用 于 M. 

设 g€G AHEL, И Ful MOM, pF = gp 3) Ct Y 
Ж. 事实 E, BF МС В, КОРШ y CtHhA Ap X I F; 
Falp) =F; (gp) =g (0р) —(g  -g) p copo p, F,'19F,—Idy,, [oj 
EB Р,Р,:=14,. Р, Fp = Р EA CT BRA, EISE, RD ñ: 
BAM UM O [S] R7 C" 3638. PG, G 257; СЕАТ, 
G 为 型 的 左 方 C" 变换 改 。 类 位 地 ,可 以 定义 右 方 Cr 变换 群 . 

An S SHE X pEM,F(g, p) =gp=p Н g = e, ШЕК C^ REGTE 
Cr фи M 上 的 作用 是 有 效 的 . 


+ 52 à 


XX4 HOC B ОЛ; С' {БИЕ С" WEM. X TEE 
PEM, TR, G, = {EG gr =P 5 G Hair] fis, ifi BLOG G 的 子 群 , 称 
它 为 Cr 群 G 在 点 ?的 迷 向 子 群 (或 均等 群 ,或 固定 群 ) . 

定义 5 ORGO ERE C ash M ES ДЕЙРЕ М, 
称 M Ф M,—(grlgCG) 为 道 过 ?点 的 轨道 ， 如 果 只 有 一 
个 困 道 ， 换 言 之 ， 如 果 对 任 疮 peEM， 存 在 9EG， 使 得 gp 一 外 
Ry # C" BÉ G {Е C^ Ж 3E M E BJ TE JH XE C np i б (s ET GE 
85). 

-如果 CUM G С" 作用 在 Cr WEBM EX Cr чю, 则 称 M 为 

G 的 Cr 齐 性 流 形 , 简称 C" UE M 为 Cr 齐 性 空间 . 

道 常 我 们 指 的 齐 性 空间 是 C<( 或 C) 齐 性 空间 .这 时 , 6200" 
(或 C")Lie RÉ, M 29 C7 GR CO Б, fE JH JE C"( 或 C") 类 的 . 

例 6 UtF:GL(s, R) x R"—R",y —F(A, x)= Az, ДИ 


y! йи oc du N /z1 

Я c „+ 25 
kA, C^Lie E GL (x, R) 3; Ce 作用 于 Ce 流 形 R E. GL(s, 
Куж R 的 线性 变换 群 . 

ИК Cos] dm 1, nn 由 为 有 "的 标准 规范 正 交大，(e1,…, en) — 1, 
{单位 短 阵 )，、 如 果 对 任意 z€ R", А22, ША AI = (Ae, 
Ае„) = (e ее) Ij, ik СІ (а, DER С° PUER T В". 18 
显然 ,不 存在 ACGL (я, R), d A076, 故 R" YE ОСІ (п, R) 下 不 
ДЕ айй, 因而 它 在 GL (n, R) 下 不 是 齐 性 空间 . 

更 一 般 地 , 我 们 考虑 有 R* 上 的 仿 射 变换 群 GL(n, В) (СА, a) 
| A€GL. (s, R), a€ R“), XT EIRCA, a) - (B, Б) = (AB, Ab- ^re» 
WEERA w ^in # C" Lie Ж, 


jb F:iGL(,R)x В" В", y - FCA, а), 2) = (A, a) z = Az 
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EP к, нс e Ain Сы re AA ылды hb 


十 4， 显然 ,C0*Lie HGL, DE} O° 作用 在 C 流 形 R^ k. 

ЖЯ S ER" Аш-+-а=х, Ша=А0-та=0, 26 
于 GL(n, В) TIE А= £L, СА, a) = (1„, 0), "E EREGL (u, КУ Ж 
位 元 素 , 这 就 证 明了 GEL(z, R)C* 有 效 作 用 于 RR" sb, IHE z, 

YER", (Ту—т)х= L+ (y—2) =y, WR" {КОТ (а, R) F E: nf 
递 的 , 从 而 它 在 GL (л, R) T jr fes Hl. 

87 EGAR, Mo—G, PIGxXG—O, Fig, р) = д-р 
(去 示 群 的 乘法 )， 易 证 C0" REG EJ С" 有 第 作用 于 C" 流 形 G k. 
РЕ p 9€ M =G, E28 (a: 27 )-p—9, qp EG, dk M =G EG 
下 是 可 递 的 , 从 而 它 在 G 下 是 Cr ЭРЕН ЇЙ]. 

定理 3 Оле HE GC" 作用 于 Cr WEM E (021), MA 
b ЮЖ Gs 为 G 的 Cr 正则 子 流 形 ， 并 且 它 是 如 的 闲 C'Lie 
dH. | 

证 明 STARRE RE 2 L6zG—G, LQ(a)-g-.a, 
Nq iM — M, ng =99 fü 9:G— H, 0(a)—=ap(B E р). РЕ, 
Oc Lela) =8(9:а) = (g-a)p—g(a р) =n ee0(a), 8»L,—m,-0. 由 
于 五 和 ?分 别 为 G 和 形 的 cr 变换， 因此 它们 的 Jacobi 行列 
式 在 任何 点 上 都 不 为 0。 这 就 推出 了 (тапк), „= (rank0),, Hi 
rank9 在 G 上 为 定 值 ， 根 据 第 一 章 8 2 定理 4 可 知 , @,= (s€ G| 
g2-—p) = (g€G:0(g) =p) —97((2229G f) C GE WJ EE, PE 
由 定理 2, G, XG ff Cr Lie TH, 

A. g SG, H lim g,—9€6, Wi gp— F(g, Р) = lim F(g,, P) 


= lim gap = lim ?= P, ik gCG,, АТ G, 为 交集. 4 


关于 单位 连通 分 支 《 含 单位 元 素 e 的 连通 分 支 ) 有 下 面 的 定 
я. 
„34° 


定理 4 ШТС, M а КС ЕН 
子 群 ， 对 于 任意 C G, Ка 为 含 a 的 连通 分 支 . 

如 果 G Xy CT BOE, rT€(0,1,-, 0,0), ШК G ЈЕ С" RE. 
3T 4£ €G, Ка HA a (EXE X DIU EB 2 Ж. 

证 明 WẸ aC K, 0 GG, boba! WAN, d Кас! 为 
连通 集 . KAA eaa EKa Ш Ka CK, 于是， 对 任何 
a, EK, a —e-a^ EK, b:a—hb:(a 3) '£K, 这 就 证 明了 二 为 如 
的 子 群 . 

对 任 辣 5EG， 类 似 可 知 5Kb-! 是 连通 的 .因为 ebeb"'E 
BbKDb-!， 我 们 有 BKD-!CCK， 故 玉 基 正规 的 SON KEW X, 
所 以 它 为 闭 集 . 

AnR G 2 C" WEE, ШО 是 局 部 连通 的 , LEE e 的 连通 的 开 
Ф СК. IEH оК, E] G—G, beba ЖИЕ, HL Ua 为 
含 sg 一 & 的 连通 开 邻 域 ,从 而 АСК. AUEN T K AG H T 
WERTE. ША КОЈЕ O -TER AFE 

例 8 it БҮ (л, R) A nx n A ЕН 用 自然 的 方法 


TREMER ` ， 显 然 f:GL(s, R)OSY(, R), fU) = A2' 
为 C 映射 ,其 中 A 为 4 的 办 置 短 阵 . | 

x] fF W A€GL(s, В), ж Уу R I:GLOu, R)—>GLír, R), 
R,(B)=BA, BL R, SC" BA | IS, ELXEBEEACO (и) = (4€ 
GL (s, R) | A4 —1,) =f AGL), feR,— f, FEIE fil ACO(QO, 
(rank f) а = (rank ў) в, (rank ў), CE), 下 面 可 证 此 值 
XC D, BER- ESEE O00 — 7 0) 为 Rw 的 


at LIO TD иба Dg б» ggg, 


BE A= (0,,), WE (4) —(A4),,2 2 уа 和 
K=1 
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e rr 


К ан» к= =}, 
af" "a" k= ji, 
Әх“! pet =f, 

0, Hà. 


w 4 二 1 时 ,2 907 у 9f o Wo 0, 相应 的 Jacobi 


2211 Ja” ? agi! 


矩阵 表示 为 


xlleÉ «n a? g?! "me xi^ qb. rn lla те" 


j" 2 


f" 1 1/ 
显然 由 上 上述 矩阵 可 看 出 Crank py, 207 D. 


我 们 也 可 利用 定理 3 证 明 上 述 结论 .为 此 ， 设 如 = 于 =- 
GL (a, R),F: GL (в, В) x GL (n, R) СІ (a, R),F (A,B) = ABA', 
ЖЕ G-—GL(G, R) 7:7; O° fE ИЖ МС (в, R) E. 在 定理 3 
ф, Фр 1, 0:61.(а, В) 5 GL(a, R),0(A) 2FCA, „у= АҺА! = 
AA, 于 是 D, RO EDT ЕСГ (п, R), = (4€GL(n, В)|1„= 


F(A, In) = АА) -0(2) № GL (n, В)йу s" —ranké = gi. PL D 
20 Dg Ce 正则 子 流 形 , Sk О (а) Эу n 阶 正 交 群 或 直 交 群 , 它 


是 GL (n, R) fy C"Lie FH, 
BEA(Qm) OQ), lim A(m) —A(0),8IAC0) A(0)' = lim AÇm)- 
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Almy = lim „=1„, A(0€00, Ат Обн). AJAS 
Ўта, Б Эа )- Mn, ACO(), lik Oc n) 3g R^ iig 


UTEM 


HRE. RAEN T O ЖЕКЕ. 
”我们 知 遵 。 由 线性 代数 知识 可 知 ， 对 任意 ACO (* 二 {BE 
O(n) |detB - 1) B TE (E PCOQOfET 


cos, зіп 6; 


—sin@0, cos, 


cosh sim Ө, | 


— sinB, созӣ, ! 


А piE0, 11 O(n), 


:os 10 int 
"HE cost sinti, 


-—sin£O, cosi 


cost, sint, 


] 


— 81010. coastB,! 
Ж e 2 OG0* rh R š p= I, 319) —ARS—4À 路， 于 是 
O(n)' 是 道路 壕 通 的 .对 任何 AEO, W JACO), rh J = 


-1 0 


2009). 4 p A OQ) BEES TL 30 JA P Ao 
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路 , 明 6, ру Oln) + Ып JJ4= 4 的 一 条 道路 ， 所 以 
-O() -也 是 道路 连通 的 假设 存在 道路 p:[0, 1; 0(0), f e(0)€ 
Olm) e(1)€0(ny , Wlldeto(0)— t, detp(1) = — 1, Bt E £i ER T 
的 0 fex PR, ТЕТЕ EEO, ID IE detg(£) =0, ix 5 detp( D -= +1 fH 
F. ВЕДРЕ О(п) :的 点 和 O(n) - 的 点 的 道路 是 不 存在 的 ， 这 
就 证 明了 О(п) 抬 有 两 个 道路 连通 分 去。 根据 第 一 况 S81 定 理 3， 
对 干流 形 , 道路 连通 分 支 和 连 道 分 支 是 相同 的 ， 故 OGO dU # Vi 
MERS Ж Do) 和 O (n) ^, HBO (п) 2988 {у 8 E. 
218 ACGL(a, В), АЛ = (4, AD, ЖЕН dns A, ДИ 
性 无 美的 向 最 ,由 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 得 到 
В, = А, 
B= daidi As 


B,-77 Amh HÀ, a tAn-t i Aa 
Ар в TERNE 4 
B, t — ¿(d AU T ma "EE T+ A; _ 
ч) —t)Tt LES “T Ak aka, 1 Az] 
则 B(0) = (В, (22, +, B,C0)) = (А, 77, А.) = A, В(1)= (В,(1), 
BO = (ув P "pz | jo. WME ACGL(, R)* = {BE 


GL(, R)|detBz0), Hg 0 值 定理 ，B(1)s0{n)*。 由 此 得 到 
GL (n, R) :为 道路 连 道 集 , 由理 可 知 GL (л, R) -也 为 道路 连通 集 ， 
而 由 0 值 定理 知 GL (s, BOR 33i, РТЫ GL (а, 及 ) 恰 有 两 个 道路 
连通 分 支 ， 也 恰 有 两 个 连通 分 支 . 

注 1 我 们 也 可 用 下 面 的 方法 证 明 GL: (л, В) siio. xt 
于 任何 A€GL* (n, R5, WE ai ibis ay ibg A 20, А220 


为 它 的 所 有 的 特征 值 ， 由 线性 代数 知识 , 在 在 PCOGD, "m 
a 58 + 


UA GL* (s, RD pipt fedt A 32 
` eost, sin, 


—sinÜ,  cosfj 


—— 


cos, sin; 


—sinÜ; созу ` 


cos; sinit 
— sint сов, 
cosĝ;t sin Bt 
— sin; cosð;t 
1 


1 


ВУ S PI,P^ — I, E GL*(s, Rr iit. AHER T GL* (s, B) 
是 道路 述 通 的 。 
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tom mm mmus maman is o sue А а шшш rmm i © 


5GL (а, PHR, demum О w = ((A,a4)| AEO{n), a€ 
В"). ЭЙ O AGL (а, В) POZY n 8 CeLie T I, Ж 


O (4) 为 运动 群 或 R* 的 同 尺 变换 群 ， 可 以 证 明 它 是 R" 中 保持 路 
离 或 保持 内 积 欧 一 一 映射 的 全 体 ， 

t FiO) х R^—H", y —F(A, 2) = Ах. 545 ЖЕЙ GL (n, 
R), C-Lie 1$ O(1) Z: 23; С° 有 效 作 用 于 С° 流 形 R^, 但 R^ 在 O(n) 
TRETA, НЕЕ 0(x) 下 不 是 齐 性 空间 ， 再 设 FiO) х 
Rom. у= Ё((А,а),т) = СА, аўт= Ax +a, DET GL (n, R), 
CLie Ë OQ) 3; Ce 有 效 作用 布 C DUE К" E, H R° £g OC) 
下 是 可 递 的 , АЕ Обн) F t e FS uj, 


例 9 i PFIOQDXS'US"LF(AQx)— Ат. ME а) 


Е C"Lie Е Q (n) С" 有 效 作 用 在 # 一 1 ЯЕ C" UE S77 上 ， 对 于 任 
faz, уЄ&"-!, WR zy, fE rOy E m A WEEZE e ==, 
ез, TA у= cos e,t sinO-e, Hen edP 00е 0, erh E 
它 为 R" 中 的 规范 正 交 基于 是 , 当 ar 4e 

(cos  —sinB 

sin0 cos 

A«| l op 

\ | 1 
Hj 4cOGO, H Ar=y. 这 就 证 明了 5*7 fEOGO T A Ж 
Hy, Mf 8"! $E OC) ud H. H r=1 8}, $""—5?— 
{—1,1), 00а) =0(1)= (1, 了 -如果 取 4= 一 1 à —1, у= 
1, 则 4x — y, й S° 4c O1 кшн. 
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$2 纤维 从 和 向 量 从 


为 了 在 0" 流 形 上 引进 切 从 , 张 量 从 和 外 形式 从 ， 我 们 先 介 绍 
近代 数学 中 拔 其 重要 的 更 一 般 的 纤维 从 和 向 量 丛 的 蔚 念 . 

XX1 Hr€(0,1, 9,0), E, MII F 3 Or JE, О 为 0 
群 , 它 C RREME F E, rz: 五-> 开 为 Cr 满 映射 ， 且 是 局 部 平凡 
的 ， 也 就 是 存在 了 L 的 开 覆 盖 {U。|aE 厂 } 和 由 应 的 CO" 同 胚 族 {$1 © 
D), 使 得 对 每 个 aE 站, 图表 | 


Ble: Qo Ўр, р 


к Tie 


Ua 


是 可 交换 的 ， HH ж= muy, 其 中 maru) a. td A, Par = Ya PE 
a7 (xD GIF Ж CL INE. hu UNUTA, M 9. A 0, iŠ 
ЗН C” Ini] ES aov, НЕ 


2 ea 
агау xP — r (Ua CUR) X EP 


Ti. ` ЫТ 
Uaf Un 

是 可 交换 的 , 即 ia 一 miuus A paota (r,a) = (m, ga Cr)a). 
这 里 gu (c): FF СПА. CG (7), Pad PCr Up) s P 的 
转换 映射 g. :U. U ,— G 3 C" Bg. MPRE £= (E, M, x, 
G, F) 4j G HA, ЕА C) s], MARRE, л ЕМ 
上 的 投影 , G 为 构造 人 群 (或 结构 群 ), Р SEE, Esa (ah x 

上 的 纤维 ， 有 时 简称 五 为 纤维 从 . 
MEX, 3E BI Ж gu Gr) — estlg (0) = gu) 9 (z). 事实 
» ől» 


Б, Ge, a)= ldu xrl, а) = pacha 0, а) = (z, ga OD) f ESI 
ga (2)a- a, aCF, HERCO H PCIE PT F, B ge (s e. HR (2.97 
Eja) = ф,оф. Gr, a) = propp od oda! (2, а) = фору: (z, ga (720) 
=. (т, g, (n) ga (220) EIE g. x)= gu (n) ga (r)a, ac ga Cr)a 
— quU G KEJA = qun) gu) gr), VaeF, dg GO" 有 效 
EMT F, HgsG)ga(z)-meR gr p, (z): ga] (ту =e, F 
де ФС) два) = (2) 9 C2) Bu (G): g (2) = g, (z). 
定义 14, (я (00, 9ga) 称 为 局 部 平凡 系 ，= (UL) B ЕД8 
3E F, Sk, 称 为 局 部 平凡 映射 ， 如 果 Ds 站 Vp= Z, 8 U, YU >= 
Z ihi oo! 和 papz 29 CtBhBR, ИЙ: (x (0.2, $0 ЖП 
(17 (09), ро) СТВЫ. 8 — (n (002, р.) lae D), DLE 
Ст UE XE XL, "WE ЕТЕ B EBE БШСЕ Л. Ж Ж 
6 —(G771 00), 4) LG 7100), 9) 8 8'Or Hz). PERR E UL, НЕТО 
纤维 从 8 或 百 就 是 具有 最 大 局 部 平 几 系 族 8 的 , jfi 8' REER Ë BD 
一 个 基 ， 如果 5130 都 是 基 , 则 8,— 8,«— 813081 JE C^ HUN 
的 ， 因 此 用 六 元 组 $= (E, M, z, G,P， 全 定义 纤维 从 应 该 更 确切 
一 - 些 ， 各 中 的 元 素 (xr-'(D)， 六 ) 称 为 从 图 卡 (从 图 片 ， 局 部 平凡 
系 ), 称 8 ЖАНЫШ. TT 
© duRAM IG n HEC" 流 形 ,F 为 m 维 0" ЗЕ, WEE ntm ДЕ С" 
FIJE. 
定义 Do gg Cr 流 形 ,Cr Ж, О" A ЖЕШ, О” Mgt, Or 
IBS, C" 映 射 分 别 改 为 拓扑 空间 , ФЕ SR, 6555 ЖОЕ, e E ER 
射 , 同 胚 ,连续 映射 , 则 称 坪 或 吾 为 拓扑 纤维 从 ， 
定义 2 ”在 定义 1 中, 设 纤维 了 有 R", 构造 群 G=GL(m，R) 
GEGL (m, 好) 的 正则 Оле б А). 根据 $1 例 6,GL(m，R) 
左 方 C0"( 或 HO") 有 效 作 用 在 R" F. AUR petn U.) 5U, x R" 
29 ©” ВЖ, ga Ua ПО, GL(n, R) A CRG, ИП Palasa CDD 
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(х) x R" RI g, Kz): Е" R" 都 为 线性 同 构 ， 则 称 0" £F ДЕ А. 
&= (Е, M, z, GL (т, R), R^, 8) Jjf& mt C" Зу MA cm ai 
JA. HER, 2 КАРА E.— a (zY) miS азн]. m 
=з, £ AERA. KEARE, Cir MB m fü i] 
RERA, 局 部 可 视 作 平凡 积 ， 它 们 是 通过 构造 群 GLO, BO. 
GL na, DHEN C'Lie PHE 召 ) 粘 起 来 的 (图 9). 


Tiare 


a] a 
a й 
iu я. IE NM 
|| ME « ш s 


图 9 


例 1 155 (8, M, m GF, В) 2) C 纤维 雁 ， 和 如 果 存 在 从 图 
FG, DEE, WE š 03А. ШЕН 9: =r (M) >M РБС" 
ШЖ, p|. :E.— 0 (ah (0) x F С" Fi. | 
C W — (EL Rz; Gl (n, R), R^, 8139 O 向 量 从 ， 如 果 存 在 
МН (Е, DEE, {E V:E- =" (M) M xR” 25 С" RE, Lt 
E.—a7 ((a)) > (z) x R^ 为 线性 同 构 , 则 称 £ 为 平凡 向 量 从 - 

例 2 Mobius 带 (将 长 方形 带 扭转 180° 并 粘 合 其 两 边 得 
йз виа), ЇЧ 10), 请 空间 为 8!:， 投 影 E S! 如 图 10 所 
ят, ТАГ —1, 11, W U 81 — (p), U ==: — (p) , WI (UU) Жу 
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图 10 
SI 的 开 覆 次, 用 自然 的 方法 定 浆 回 且 piia (о, x [7-3,11, 
#= 1,2. UU; H Б Hoi 22 Ha JF У, 和 Vs 2836, if 
ТЕЕ 


UNU) x E-1, 1] (0ш) х[—1,1] 
使 得 (图 10) 
4 (Сл, а), СУ, 
Pethi Gua) =} (x, — a). tC И», 
| LzCV,, _ 
ga(z) 一 | Tc POZ 

HE Z= 1+1, 一 二 赋 以 离散 拓扑 ,而 (十 了 ge 71)8— — 8, 
显然 2. 有 效 作 用 在 -一 1 车 上， 于 是 ,上 一 { 五 ,5 т, 2a [一 1,1]， 
2) 为 纤维 从 ， 利 用 反 证 盖 可 以 证 明 皇 不 是 平凡 戌 假设 三 为 平 
АЉ, ШЕРА CE, p), Е = 090) S! [ —1,1] Жн] 
E. EHARA L 它 是 连通 集 , 利用 平面 R° 上 的 Brouwer 的 
DOC AE TE УТ, 001) mS x 【一 二 US x {1}, {НЕ ҖЕ 
ЖЖ, 4h doo S. TI. 

ПЗЕ EXEAT TR ВТ ЯЕ 20(— 1, 1), MARJ Möbius 
Же ET dEE R MK. ЕТЕДА СБ OE, ү), dE pE л St) 
—8' х (1, DAME, РУТЕ ЕИ: Ф: ЕТ = ((а', mE R! 
1 (х!)# + (2) 4), ЕЁ О Дә Ж C, И eO СТ 为 - -条 Jor- 
dan 曲线 051! 的 拓扑 象 )， 和 根据 平面 R? [Ag Jordan 定理 ,此 Jor- 
dan 曲线 恰好 将 R*-p (1) 2H УЗО О TTE, 一 个 是 有 界 的 , Ж 
. 64 7 


为 e OBI М”; 53. -AETR K, RAPD IMR, ФСЕ 
一 总 一 了 一 9 (1) 不 是 连通 的 但 由 召 -? 连通 ， 从 而 它 的 拓扑 象 
ФСЕ D exi, TA CERE 11). 


х? - 


Trl EDERSE (абу? ea] 


图 n 


我 们 将 [0, 31 R' Ар (0) R'A x R' аЙ (0, аўт 
《一 所 相 粘 合 得 到 的 商 空间 严 仍 称 为 Móbius Hr. ЕН, SHETE 
[0,115 er (OR (13 ATRA A (Ар. 45 0: L0, 1] (L0, 11) 
c8! 3). [0, 1180 gi арно B ЖЕБЕ, nr) [z], 000) =т(1)= 
[oJ= 1101051 # ж z й S pA. а: Ena, DES, 


a (1G, 2) — Ex] JA BERG, ФО — n (0, 2, t= (|0, zu 


f 1) 
V 2 E 
n (UU, xe, p (Cir, 221) = (21, а), 


MPH 


t. 1 
(221,4), Cjo, i) 
vaCEG, o»-| 1 
| (020, 9), «e(t. 


于 是 , чате. v (95 ))U n (Gg 1))- ur B, 有 
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pe 


fa, 9， tede n((o, Dr. 
yos (d, 7] | | 
(027, —а), Den 1) - o 


1, x]CV;, 

гаар Lep, $a ([zJ)EGL¿(1, В). 
BüE£—(E,S',a, GLO, E), R, 8) yf 1108 0" ЗА. PJ E 
述 纤维 为 (一 1， 儿 的 证 明 ， 它 也 不 是 和 平凡 向 其 外， 此 情 闹 简 证 如 
TF БИ £ ЖОЕ ЛЫР UA, MERR IDE—SUXR' pl. Ё = 
a^ ((z)) iz) x Н! ДИЮЕН, ЖЕ $1) 58 x {0}, Кин! АЕ 
的 中 心 线 ， 因 为 E—( 连通 ,所 以 它 的 拓扑 象 (8 一) 二 S'x (R! 
— (0) ) Е, 这 与 67 x CRI — (0) ) Ж BU Jj (B 12). 


Lo]— [1] 


:图 12 


13 E— (5°, pP GO, т, Za Ze 8) C? ETEMA, 其 中 л: S" 
—P'(R),n(2)-— [21 EB — S 185] 40, ta lj OE LIEU An 
TP: U—(Dr]EP* GR) |n! 0), 

a (U;) >U x Zi, Zs= 11, - 1133840588, 


0027,1), a€U;, 
POFILI D, sem, | 
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TE, 81102], 4) = A Sgor z, АЄД„, Ап al 0 = 
pC Sgnz,:2z) = (Fr], A Sgnz Sgor), ga aD = Sgne Sgnz,, 
gi; U 00522. TUE C? ЗЕ ВО. 

例 4 ¿= (897и, PC), m, S, S', 6) C^ ЯЕ. es 


x41 


SHH = {а= (lens "ЄС"! | 57 eir 1) GRE E 
: 1-1 


外 1 例 5)?， 局 部 焉 扩 化 叙述 如 下 : 设 

я; Бзр"), m (z!, ө, 2%) = [(=!, en zoj, U,- 
[Ca 2210) 6t | I0), V, alU) А 

pa V= п(0,)— 0", 


1 +1 
z 2! z" 
g ([(z', ма) (рч ) 


E] 
& 
= Ge, i4, Ut, Ж“, 


руха), 


ee my an etes De) 
че ө, E, ta, En], 2) | 
H MEE 


Атат > ЕТИ Ла еј x " 


£i EU. 
Jie Nos?! Wiz ) 


Ш, т) C" fepe, 且 把 纤维 映 成 纤维 ， KARETI. xr 
52), Rh AC Н” : 
р. оф "то UT. 37), 1,187,359, чн), 2) 


G š, ` 7,45), 1, 11,99, e) 


* 457 = 


| £! | / 1 e 1 FI 


== f £ 
«(t FN уре tv ir ET? 8 ,Ë (ys 


Ego) 
ett de Ata р, 


Е 
а ОГО, 5, 7, 1, EP, en, ур = f И ES! (S' Ed 
C* ТЕШЕ S". E, РЕНЕА). EAR, gu VNS XCT 类 的 
GE, 由 | 在 | 的 出 现 , 它 不 是 С° 类 的 1 ). 

ЖУЗ (Е, M, л,б,Е, 86)% СА) 纤维 如， 如 
Jo бй 存在 0*( 或 连续 ) 上 映射 0; ME, EERE z nM, 
Вр лос =14,, Wk o 28 £ С" Bi. ic C" 截面 
的 全 体 为 C) C*(E). | 

容易 证 明 о: Mo (Му С" Talis ARE). 

ip £— (E, M, л, Сі (т, R), R", 8) f mig C" qj] REA, 
则 它 有 一 个 特殊 的 0 截面 co: ME, 0*(2) -0,€E,. ТР, со; M 
>o M) —(0,|aC M, 0, 为 E, Bi I ER) 2 CT 同 且 由 此 我 
们 将 4 和 0 截击 的 象 视 作 相同 (图 13). 运用 数 学 分 ВРА 0 值 定 
理 和 反 证 法 ， 客 易 证 明 例 2 中 的 工 维 癌 量具 Möbius ЖЕЕ ЕЛЕ 


ORMAR 
具有 两 个 0 点 
Ву ЕНЕ 
© И F : 
TT 
В 13 


= 6&8 * 


处 非 0 fy C° 截面 ， 
ШС) = СЕ) = (o |o: M EXC Е), Жо, ПЕС CE), 
AER, Sl re У ЛЕНЕТ: 
(о t n) (2) = o2) п(2), 
(Ao NHI) = 4-00), xc M. 
容易 验证 C* CE) dE Emi f RR FE XL 及 上 的 向 量 空间 ， 
WMR mze 1, WE (U, p), (7) ЖМ; JS AS ERR, dis ООСО), 
Ca (OD), фу E BJA PER, f 23 — 36 $3 2 [8E pR. Фа 
27, 可 选 ny sif 
1 н, €l cc uj 
= dH 0-205, 
i Wyar Hiaittt Pag з 
ЕПН. C(a0!fep(p)ywsKe2|1—0,1,2,--- (BARTHE E. LER С“ 
® гп AE SR PEE XS. kk ЕЗ [Ө RES IRE ДЕ JC PR HE RS. 
Ek ExRAHIESR,- E ACCtOM, R), e, nE E), REN: 
CAFTICE) = A(): o (2), 4€ M, 于 是 C CE) RU R (LER ЖЕЙУ ICE | 
的 一 个 模 ( 图 14). 
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下 面 引 进 两 个 向 基 从 之 间 的 从 映射 МЕЛЕ, M ARR 
34 OA T] Ж), 于- 从 映射 覆盖 ， 开 -从 等 价 (只 同 构 ) SERES. 

定义 4 iRE={E, M, n, Сі (т, В), В"), #=1E,M', z, 
GL», R), R”) C" f| &JA, f: M M', F: E— E 3 C RM, H. 
=} liE >E, „у ARRERA, MERC, Лг 为 C7 从 映射 . 
н, 82 


Е f F' 
| le 
M Їн 


Аара Й, лој јол, dE Р.Е, E; оН СЫП m = 
m), ШЖ] САВАНЕ f. НЕ f САН ТЕ sk ОНИ f: 
型 一 形 我 们 可 以 定义 天 二 有 一 有 利用 局 部 平凡 性 和 人 FF А”! 
(AEGI (n, R)) С° 性 , 我 们 容易 看 到 三 ! ARCU ERO. FEO 
从 映射 覆盖 广 '. 

WEG, DiE Ж C МЫСА, AUR fe E C^ ARAE g) 15 
£, 使 得 gsf = Idr, 9—14, gef —Idu, feg—Idy, Wig, f): 
££ 3) CAS. ШЕН, mo m' ELE 


Er 


M- 


ETAR, ВП л'е}=]°л, лоў= дол", F i= е9. Ti 
ЕЕ ЗЫР М-М) С, Е.Е ХЕ. 

设 ë 和 E 分 别 为 C” 4 E: JA Š fn ë' ЮАНА, US CM 为 开 
I, psia (Up) >U, x R^ 29 C" FIR, Wiss, a) €. YU, х 
к“ Gr Ua), Pa) EB), Prop h (а, a) = (х, go (х) а) E 
" 70 + 


(x, а) хе O 类 的 ， 因而 ga (2) = ра Hm= (gaz eu s 
Ява (Des) Ра СЭ B, El gas Ua YU, GL (m, ) £C" Ер, 
3X SE DEBE T (07 (U,), 4,2€86, 从 而 6 BE BOUE Sfi Cr (7, ), 
05). НЕЗ 8' = (O7 (OCT), $9 P7071 0), 90€ 8). 
如 果 M= М", f-Idy, f:E—E' Jg C" ШЫ, B. Pa E EL 为 
线性 映射 ， 则 称 { 六 Id 或 了 为 MT- C'A E $J xx Cn А5. die 
有 时， 交换 图表 为 图 人 ) 即 ж'е°ў=л, WEC, Idu) ii-i 3 M- M 


т T 
FF Ё E' 
N / “ү / 

М M 

1) (2) 


映射 如 果 存 在 М-С (0, 104): E > E8810 go T Id,,Jep= 
ide, WEIER Gidip 为 М-С" JA SE (ro САБ. Б, 
а=", НВ (2), Вр as] — mH лей=л', BEP, dni 
TOARE ddu, 则 易 见 于 为 Cr A ba. 

BL 1 h, £39 C* FLARAS ek О” JP og JE M x 
R"( 留 作 习 题 ). 

为 考虑 一 个 向 其 从 被 包含 在 另 一 个 向 量 从 内 。 我 们 定义 从 的 
БЫШТАН Ду. БЫН, 证 明 从 同 态 的 牧 定 理 , 由 此 得 到 两 类 子 
AAF. 

定义 5 E= {E, M, x, GLO, В), Б") HC REA CHE 
EEA), Мс М An OEM” ГЕ, BIHE РЄ Mo, ETE р 
在 M 中 的 局 部 坐标 系 (7, p), (1 HEM, NU = (g€U |a (q) —0, 
по +17) RFEA, W En = (Ely == (O), M, 
x| x7 (M4), GLO, R), В") 35 Mq LE m i C^ RRA CR 
ЖД), 称 为 在 M 上 的 限制 , 记 作 Eu, EL, (图 15), 


* 7] «* 


(TE Mus ERMe Ac à TI К A s ARR STA RR RR Rs 


图 15 I 图 16 


定义 6 设 二 一 [本 М, л, С (т, В), В") Ж тї C" Ж 
MD Gi S4 B K), ECE 为 子 集 ， 使 对 任何 ?EL， 存 在 从 图 卡 
(QU), PER 2€U, B. GIC CD ПЕ) SU x R*CU x R”, Wl 
GC (U) E' p|, anns) Ë= (E, М, alen GLO, В), R*) 
HAER. FÆ, BEE XE kig 0" RRA, REW EGRE 
号) 的 秩 尺 的 Cr 子 向 量 共 (或 拓扑 子 向 量 从 ) (图 16). 

定理 工 〈 从 同志 的 铁定 理 ) 设 E= (E, M, z, GL(m, R), R") 
F п = (E', М, л', GL (m', R), Rn 为 V EA, (1d) 12 
,为 rank 了 -一 区 常 值 ) 的 C AE. WIXERERRE z€ М, {ЕЖЕ z 的 关于 
£ BSJA FE -R G1 (7), р) ЗЕЕ n HARRA (U), 人 ) 使 得 对 每 
个 u€U Tg lpo fop 1) (07, e) — Qo! 25,0, 7,0); 7 


Е |, z -E'|, 


й p 
po foy 
UXR" B eux" 


(u, Co! , зе, v7)) t— (u, (v, 9, 0, --,0)). 
ШЕ 不 失 一 般 性 , ЧАНА FU x R*—U x RU, (и, в) I. 
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Cu, T.(2). 加 以 证 明 ， 这 里 А0, EORR" AR E 
ЙЕ ЕВА, E C" fe CT e 的 矩阵 所 描述 ， 在 经 过 R" 和 RU 
中 能 标的 年 当 置 换 后 , 我 们 可 以 设 矩 降 f. 的 开始 直行 和 天 列 的 子 
箱 阵 是 非 剧 的 ， 寺 是 ,从 同 坊 

PU x RU x R”, р, (0) = (а (0), erfi v**1, ерт) 
Е u= z 上 的 癌 构 , AERE — REPE, TERNE E EA (A. 09 
ЛЕ s= z RAO, ME fE SEE) 0). ЯНА A 

作 x Rt ТАА E Hs, 我 们 得 到 

| (Posi halo) = (ol... ot, 5*1 (90), 92 (02). 
因为 它 仍 有 秩 о, ер DUO T ot... oh, ШЕЕ УК 


g n 

我 们 也 可 写作 

op IAD = (07, sot, giton sss). gE s 
2 ， 荔 一 方面 ， 我 们 有 从 图 卡 (7 (0), p HER IU < В" 
好， 一 
gu Сип, шк) i CP o o 10) Со) m (nl, s, 05,0, 7-,0), dk 

BUS Wr f:E--E' ЭрК тапк fy С" 从 同志 , 则 由 定理 
1 和 定义 6 立即 得 到 


Kernelj = y Kernelj, 


m£ H 
ЗЕНИК у m— h Éy C" FJ, TG | 
Image] = |) Image], 


Ж ERSTE О" PA, HrRKernelf;,—(a€z ^ (17.00 —0) 
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eu m a p С 


28 Je W). Image]. = (P (aylaSzx-l(z)) 2) f. Н, 
£56 t ém UE, Mon,  GL(m R), R", ë y, š 1, 29CT 
HEA. < 


E DE, = U Ë ZDE, DAEM; 


FEW rE DE > M, z (а„СБЬ„) = z 
8 (Gc! (U NV, p Dp) | G1 (00,90€865i—1,2]), 
(Ф.Ф). =p i (Do EDE 9 (a) x Rm x Rm, 
(qisCD gau) (а. Cb.) = (z, pi Ca) Ou (522). 
HERI OG QD 9:2, (a; (0.0), Pi) 8,1,2 有 
Grae) ° (pi Den) ! (Gr, aCDb) 
= (фер!) © (зао Фә) (z, ФЬ) 


⁄ Іда j 0 
= (z, dus CD) a (Dg (225) -(s (5 © wN N ) 
Ba 


(or? )) €H= o NE €GL(n,, R), i -1,2 | 
0 Fogal T) 0 A, 
CGL (m, +m, R), Kip Н ЖОП. (т, +m R)ffjC"Lie T- BE. 
显然 E ЕЕГ REM BD HR ë, m jg т — 
{ C, ГИ») ЭЖ (т T (U y), фо) 8,4-1,2) Spe f E CODE; 
Б, B X tE ЛОВ» 为 0° SE. BATER £ = 
(EE, M, n, GL(m +m, R), R^, 8)25 O" (45A £, 和 
£9 Whitney 和 .注意 ,我 们 也 用 五 RE GL (m tm, BR) 得 到 相 
应 的 Cr 向 量 从 . 
例 7 15 2-= (Е, М, л, СІ (т, Е), Е", Б} С"Л. 4 
"= Ez, Jet Вт — (010 Ese R OUS EU RO Ж E, 的 对 
Ix; 投影 rE M, dE nl = z, z€ М; 
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&*' 一 Try (U),92)01(171 0720, pe EL}, 
其 中 a QUO U, «aera, "жит: 


(а) х В" sg 

lre a Fr ДЫ {а усто» 
UN R . 
izl xR" frix R" ` 


ІХ Н, (r, b) = [ора lelt, а) = (а, ф#„бж) а), MIRER PEM g, (z) 
fis Je ER ЕМЕН Daa CT)” 的 定义 gu Са) (85) (а) =b* (go, C) a] 
到 gp. (2)* — 9. 2) (у. Ст) BEBE). FÆ, 

(а, а*) =! le opala" (а, 69) = (Palao Pi la)" (x, b*) 

= (2, gs. (2) *b*) = (z, gs (а) Б"), 
或 (z,b*) = (z, (gs, (2) 7 'a*), 
Jtr (бб) EGL (m, R). 8* Xii 8*' HE— WE S E* 的 从 
图 册 , 则 称 

£* — 1E*, M, n*, GL(m, R), R”, 6*} 

Е СНЕ CD А (g (z) ET z 8 С" жй). 

018 2-Р, N л, GL, В), R", 8) 为 Cr ЈА C 
АЈА), MA С" BB CR T thA, f: N 为 Cr 映射 
(或 连续 映射 )， 念 

(00 РР Gu е)ЄМ x F|f(G) = л(еу}с М xF, 
投影 atf FM. a*(z,0)—35. Fi, (л*) (0) = {Ce е) |e€ 
n 71 GG)))HA 2c! GO) EB i Fr ear fei. wr 
8*' (яж) (G^ 02), P | GC Q2 #968), 
其 中 d$. СРР) ә (z) x R” ф.о iFro-(fG) x R 
易 风 ga (z2)a=ga(f(z))a, fi ss (2 = ga (FG) €GL (m, В), : 
B. Boc бы» ҮТ! ПР (07,9) GL (m, R) 为 C7 映射 。 此 外， 
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产 玉 作为 MMxF 的 子 集 , 其 拓扑 或 流 形 构造 是 虹 显 和 的 ， 自 然 , 8" 
唯一 确定 了 一 个 FUNEM 8*, 我 们 称 
Ръ(РЕ, М,л*, Ст, В), Е", 8%) 
为 由 了 得 到 的 点 的 诱导 共 . 
жх РРР, f (r,e) ce RRR H, J JAUNES f. 


f 


MxF2 F — 
r s, e F Paz e ysse 
1 € Fo 
M T N 


rtr D= Fon" (xe) _ 
—ftyoaz.f(r,e) 

诱导 从 具有 以 下 重 业 性 质 : 

定理 2 【诱导 从 的 万 有 性 质 ) (Е, M, т), (Е, №, ту 
C kth I ЕЛА, fi >N 为 С" СО БОЛАН, IF, M,=*) 
АНН f AWF, N л) ОАА, His, f:f*F—-F 从 映射 E 
uk fp, D UL M a'> (F, №, л) Ж) ОСМЕ) IAS, ШЕЕ 
在 ORE ARE OG, 1d) : (E, M, ) (£F, M, m* fep =-= 


Je; 
Eh 


ELT 


ENS 


证 明 d Fia G9) n (BC) 94, R — GG. ВО), 
f*FCMxF H. 7980) = (л (0,900) = ф(р),}ой=ф, JE 
Aq E ЛАА ABS EO, REI 先 回 忆 一 下 m d Euclid 空间 
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R” р Де), Wielli—l 66, тре; i=, emp R” и 


ЙЯ, H 

k [б t Cim ѓе 

:J U... IH 
Lap det(c;;) >0, 加 称 基 (г; | i =1,+е, mW е; E =1, "°, m, 
ip] IB i; 如 果 det(ce, )<0, 则 称 基 {8| i=l, v, та) ҳе [= 


1,5, m) Бій. АЖ, R” fof PRI E R. 有 时 ,用 [Fe t, ел] 
表示 由 有 序 基 (e не, ёа} [ел НЕЕ ТАЈ. pups det(c;,) 0, He 


Га] lei, 7, en]; # 3 det(e,;)<0, RI LE1,***, 84] == 


一 [e,…，em]. 为 方便 ,约定 R- {0} 也 恰 有 两 个 定向 { 十 1, — 1). 

通过 对 每 个 纤维 的 定向 给 出 向 量 从 的 定向 ， 并 且 期 望 济 底 空 
闻 的 任 一 道路 ， 使 得 定向 不 致 突然 * 忠 跃 "， 下 面 介绍 向 量 从 的 定 
向 的 概念 . 

定义 7 WE (E, M, a, GL(m, R), R”, 8) ЖО" GS H2 向 
WA, O- (o. 2€ M), р o, WAF Hk B. 的 一 个 定向 . im ETE E 
81 C 6, BGB (CU | G7 U), 0) 81) Bale M, 且 对 任何 zCU, lel Haya 
B. Е" 388F5 E, 的 定向 o, = [a GO, 55, ан (2) 1828 R” 的 固定 
的 定向 Lei, em], HI paloa) = [gate 5 9 (ан) 
[e 7, en], 则 称 O= (0,12€ M) 29 ELE утар. SUA, 存 
在 一 个 满足 上 述 条 件 的 最 大 了 从 图 期 B81， 使 ETES, Ж ё, 
中 的 元 素 为 与 定岗 C Sic JA VE š. 

如 果 5 有 定向 , 则 称 它 为 可 定向 的 ; 如 果 E REEE E, ME 
BARTEN. 

甘于 去 的 可 定向 和 不 可 定向 有 以 下 定理 : 
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E so mmm — m — 


定理 3 izé={8, M, я, GL(m, Б), R”, 65 C 《或 拓扑 入 
[3 ЛА, Mi 3 
E арх WI ТЕРА 8; C ë, энен Go (02. Pa » 
CRM UD PEE UN, A 

detg, .(z)2>0, ЄЛ ГЬ, 

В| (971007), 0€ 6L HE M, 

证 明 (=>) 0 (0, ze 用} 为 的 定向 ， 由 定义 了 (1. 
(aiU), pE HR M, 县 对 任何 (x Ua), $a), a Pe) 


Аз ma ls "d Е. Yale m SEEK Pe PE 
- сё, H R 一 - 一 一 下 和 Le ` '5 £n] OL. Tp. ` е] 


Rf AM, detyya Cr) 220, EU NU y. 
(=) ”如果 在 在 5: CEM EAA A IS 对 任何 G1 (7, 
Pads GU (7, Pa) E EU NU s, 由 дер, (2) 220 得 到 фа le 


(Lei) i ea) == v5! lal Ге, +" Eml)» Wi BI Ah, 


€ = {0:5 Pa (ein ses IaeM, 存在 Cx U0)， "S 
fi zC€CU,) 
яе тим. E 

定理 4 j М 为 连通 的 0" WP ORE АРА 8], $— (Е, 
М, оа ID, R>. 5) А) ССИ ЭТЕ А, 如果 < 可 定 问 ， 
HEK 有 两 个 定向 . 

证 明 VO — (o.|s€M)29 E Eg—^ TET, @, 为 定义 7 中 所 
述 , 则 乳 - 一 { 一 oz|zE 于 } 为 二 的 另 一 定向 ， 相 应 于 Š, ВӘ ЛАЛ 
3; 6; — (G7 (0), раф) | (m ICD) ,9)€8,), 其 中 р: x R” 
U x R”, palz, (al, -,07)) = (2, Ca 7; —a*)). 于 是 ,至 
DARTER. TEN S RECEPIT E RD BERE u= (us [ € MT 
у= {»„[6М) 2 Š BOTE SN T xg), WAA uv Eur. , 

id S-—(z€M|u,—v.). 对 任意 265, Huy z ру MB 
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Ca UJ 9,0€8, U(r (7), ,)€ 6,C8, 和 8, 分 别 为 & 和? 


detg,,(r) 220, 
由 连续 性 , 存在 z МОЗЛИ ЕСИ, (AU ,, 使 得 
detg,,(u) 7-0, ucU. 


易 见 a = v ш, lic UCS, BI S AMHER. 

由 于 MS = (= М uv) = (z€ M Luc vj fuv 也 是 
所 的 一 个 定 间 ,再 根据 S 为 开 集 的 结论 , M —S 也 为 和 的 开 集 ， 从 
М йш S CMS, E S-QO,WE a v; 3 S= t, WI 
"uv, +F 

定理 5 O= {o sEM} H Cr Cg BO HAN £= (E, M, 
z,GL(m, R), К", ЕА AEM. D 

G) 如 果 (GU), 40€8, Вои, 
pilal len, end) 一 op 了 为 可 中 国定 点 ， 则 对 任意 CU, 
$7 irse) =o, HI Gr U), 90€ 8. 39 550 — BER JA TEL Hs 

(2) fp G7 (U a), 0, (I7 (09), 990€ 8, Uas U, 29 M B 
连通 开 集 , MEH detgu (2) 2-0, CU, U, REA detga (2) «0, 
zE€U.D)U,.- 

证 明 (DRA, a (mq! bosses 18607) 29 ELA 
a7 (U) EH F 8. ТЇ ЖИЛ, ARAS E FRA, н = (0.1260) =@ |, 
wO l. XB u; = op, ñK p—Olv. | 

(2) Юж UU, Жм ЖОЖ, REO) AAR 
(1 UD, Pa) Ur 0076), 0.) 为 定向 从 图 卡 或 反 向 从 图 卡 ， 二 是 ， 
对 和 任意 «Єй, ГҮ, 有 
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20, (U a), VF GET 04), Wa) 司 为 定向 或 同 
为 反 向 从 图 卡 ， 
«0, (07 (0, Pa fH Gr 7 OU 2. W.) — Җуд IRL — -为 
上 反 向 从 图 卡 . 
定义 8 Vti£—i(E,M,mr,GL(n, К), К", 5) C" GY 3n ID ГИ] 
EJM, о: [0, 1] M 29— (С°З ООВ, и — (Orco ESTO, 11), 26 
中 н.с 为 纤维 总 oo 中 的 一 个 定 同 ， 如 果 对 任何 ЬЄ[0,11, FE 
e220 和 (Cz (0), 2€ 6, Ш oQGo-e, tot 20, TD) CU, H. 


Boom l|. Се» s es D, ШЖ и 为 沿 o 的 连续 定向 . 

定理 6 WE-(E,M,z, GL(m, R), В", 8) 为 C GENS 
Wii Ин ТГ) EA, MH 

(1) £ RETER; S2) 存在 (zr (00, 9, € 8,U, 道路 连通 ， 
i=], +, ЯПА, ПО, рУ, NU no’ $—l, e, Ё—1, W8 
бегот, СР.) 220 1 detgu (POA; (3) 存在 闭 道路 og: [0,1] 
э М, 000) =о( ОА [н] И = (о [ЕСС0, 11), BERE 
Ша) = Hn; €X4) FEAP, СМ 和 从 p 到 9 的 两 条 道路 
оа: [0, 1] M 以 及 裕 o. 的 连续 定向 uim (g, a t€L0, 11), 
i—1, 2, (ESTE KiS Hiao 5 zo = Hes Bia = Bis) 5 Вос 


detg,, (2) 


= ga. 

证 明 《1) 一 (2) i £ 不 可 定向 ,因为 0" ЖМ 是 局 部 道 
路 连通 的 ,故道 路 连通 分 支 是 好 的 开 集 , 从 而 至 少 有 M 的 一 个 道 
BEIGE. A) CU, 使 得 a U ДЕЛ НГА АЈ. PRAE, VEM ORC 
路 连通 的 . 固定 РСМ, {ЕТ ХС, ТЕЛЕ НЕ 和 z 的 道路 pz 
[0, 1] > M. Bj ([0, 1D C M 268 ECCE M. 为 局 部 道路 连通 , 故 
Tr AE MA BE -R (т HUF, pE, i — 1, kie), ER UFC M 为 道路 


kr 


ЖШ, B. caz([0，1])C U 07, pE EU GS. 此 外 , 有 pros 
- i=l à 


+ 8D + 


(0, ПОПОТ, i=1, Gs 600) —1, WE деп (Р?) 
L0 4.1 (лт), p EE EM, i=l, e, kah 从 
U Џоғ=м UE ERTE TA, а, b€ M, {# дег. g}? Co) 
20, Hep cED0? QU, gr? AARE (z QU f)mO (05), 
ОЗОНЕ НИЕ, ipee йегет} Ср) 220, Ст CUT), 和 +, 
Ся), VDO OL), D, cs С), 05) pf a. cs PTS 
р, рб, plas e WEO). 

(2)22) 设 (2)? 成 立 , 由 于 Cr: 道路 连通 ， 故 存在 M 中 的 一 
条 道路 о: [0, 1]= [fu 55a] M, fi zf 人) =р 1, +з, Ë 
сл) =p, О Sedul, H o(pt fiac 
U, 41,55,21, об, 6,100. ХИ ае. 20270 Tf] 
detg, | (p, ) «0, 4 


_ . 
i" |o (esses, EELE tii, i=l, -k—1, 
Heto T 3 
yi! lo 一 EZF ttg €5]); Elte tal. 
JA, вр. со | ЁГЕ, tesi] 10, aor g BEER, Hus 
— — 
= op 91! [00е en = у leain С Les ses = 
B.G y Т Bea 
(3)=>(4) 如 果 (3) 成 立 , 则 存在 闭 道路 с: [0, 1] M, co (0) 
=o (1) fitit o 的 连续 定向 二 {исо |60, 1)}, во = — с. 
令 道 路 | 
c;:[0, 1j M, i —1,2 


ж o.) m e( 6) 800,1), 9200) -o(1— 34), 1600,1], Rl 


о1(0) = (0) ^a (1) «40, о {D=o} }=оз(1), #4 


е 8] * 


mn — UEM 


Has) SË ss Hac ty Н BTE 
2 (x1) e(t yt) 


M u= (не со EEC 1] Ite: iE SR Ë IJ, P—1,2, ff 


Нов) 0000) — Hen T Heos Hiel? =E) = 一 上 ac。 


(4)=(1) СОШ) ET E, C = (0, [€ M 1 29JE SE I8. 对 
HETI 2, 4C M f XE p, а S CEPR РА oa L0, 11M, Wk oc 的 连续 党 
[R], = gs I£€[0,1]),2—1,2, Н. Has. а) 7 Has Ol, ARTE, 
ME ш Bue = 0, 79s ШЕМ 8, W # S= E[0, 1]: 
Bio 02779, o TREO, 1] —8 = (EE[9, 1] iios co] 9, co? = G&E9,1]I 
"asco T 9 u АЛК, ЖЩ СО, IEAM ES, xx S-[O, 
1], ЗАЛП uico 95v. IER, Hento 0940» PEA Hio 0.00 = 
0,—0, (07 Hoi, MOORE, ЭЛ5. ++ 

1E29 22 REV ЕНН CA) => (3), (2) (1) 88, 

MET 6r S тат: 2 EATR. 

定理 7 WE—(E,M.z,GLOms, R), R^, $) 为 С“ СО КИДЫМ 
Pia nt pO аА. Mi 

(1) TER; | 
eO) 对 于 性 中 任何 闭 诞 路 о; [0, 1]->.М, 000) = aC = 的 
连续 定向 uno lt€D9,1] BA uso deo. (3) РЕ 
fif p, g€ M AUE р, q 的 两 条 道路 oi: 10, 1] 2 MIA Io, fox So 
向 is (soo EEL, 1}, i—1, 2, ÓH. asm = Eos, ДРА 
His “= Haa. 

例 9 例 2 中 ，M6bius JE ЕЕ Л 1 3x ар di JA £ = (E, 
8', т, GL(1, R) R'), її ТУЙ RB IB 18 os C0, 1] E', o (0) 
=g (1) HJER uu] и (uio EELCO 117, BA m = — usc» f 


И | NET 
£ 或 如 不 可 定向 ， 或 如 例 PUDE. doge 一] [cp 
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定理 6(2) nn, £ gi E XE АГАЕ А] ВО. 
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ХЕЛИ п, ҖЕ C^ BOE COM, £00 8] a, ЖЕ C^ REM COD 
C" We f: Mi» М» E p€ М, 的 微分 或 Jacobi 呐 射 ， 必 须 将 c 
ЖОМ, M. SIE pm fO ЄМ, 处 线性 化 ， 即 在 相应 点 处 引 
进 印 空间 的 概念 ， 它 是 Euclid 空间 中 光滑 曲线 或 曲面 在 其 每 个 
点 处 的 切线 或 切 平 面 的 推广 ， 为 便于 将 R" rh D) IF] E: HE P С" 
WELA, 我 们 来 研究 方向 导数 的 性 质 , 并 用 "映射 "或 " 算 子 "的 观 
点 定义 切 向 量 , 这 种 观点 就 是 近代 数 举 观 点 ， 或 称 为 不 变 观 点 ， 

设 0s 为 BBR" 中 含 的 开 集 ， A10; ROS C! RAR, C 曲线 
201), 2(0) — p, 2 (0) = X ,, W) f TE p EA X» 的 方向 导数 为 


EP 


xf 00) = Xo 
IL 


Weg, x. EO] LED бу, юшщ, (ХА U ——R'25 


©) 完全 确定 了 X, sN Е, (Ха |1,66, n) EAE T 
X,. ШЎР, X, 具有 性 质 : 

(1) EEES p BJ K 0С0, ПО, tk flo-glo, GRG, 
UD) (g,U,)), M| X,f—X;g; 

(2) X9) ХХЫ, Une =U; NU; 

Xp(Af) =4: X, f, A€R,U,,-U, 

(3) X,(f9) 29) Xsf t f(p)Xsg, 00:00. 

定义 1 ШСМ, D) n Е С" wE, ССр) = (5UDIPEU, 
C M,U, JM JEJE, UR 为 C^ Н). 如果 映 射 Xs C7 (2) 

. 83 + 


>R, f^ K, J, РЕС, 0) (0) СССр), AE R BRE: 

(D) HO UD (GU W X,f= Хьд; 

(2) X,(f +g): ХР Xog, Un SUUS 

ХАР = AX yf, U,,=U;; 

(3) Xoh P= IX f — f(p X,g, Uy = 0, Vg; 导 性 则 称 
X 为 р) m 6 mE. 

”定义 2 设 Tp 开 一 {Xp| 革 bp 为 Pp 点 处 的 切 同 量 }. REX o, X >, 
X ETM, AER, We f Tir. T. H rog x. 

Ani (X, X, )f= X. Ëf + Xi. 

ке (AX)/=4X,f. 
易 见 X, Хз», AX ETM, H T,M 关于 .上述 加 法 和 数 乘 满足 向 
ERAD ZR YE, ЛЕ TM 成 为 一 个 同 量 空前 ， 称 宅 为 卫 点 处 的 
切 空间 . 

定理 1 T,M Dy 维 向 量 空间 . 

ШЕН 00, p), (6| 61, n n) Ж p FS BEA ER 我 们 定 


Y bs 3] 2] д 
хава 2. 1. 4 


Ганн 


" :070) >В, 21 £299 cg, 


容易 yis. 


(2), (3), B». €T, M. 


NM (0 为 零 急 向 量 , 即 0 f — 0), MA 


了 一 2 I - - 23 __ ы Әх? 
o-oz s PEGE 


Ул, Ј=1,:5, в, 


. 55 „+ 


9 | 《直线 性 无 关 的 . 


"FC 


EHEHEH XET M, Ж хо 57 (Хы) us Ta, 
22 15, 
ias cel, p TM L8 4-3, Bi TM жп йй RR. 
‚ 对 任意 (VDEO"(p)， 取 的 局 部 坐标 系 (DU,p)，{z 中 ， 令 
e): apla) ==, WE 
FGp- fon fop a) — fop (a) 


—— . -1 
=fO)- | 27 


| PLC : £(z -a))dt 


= Jep) t |, BE La D) (a4- t(z— a)) (a5 — adt 


- | " 


er^ 
=f) Me -a*) | Sog. DRAN 


= (р) + bm —8)ji Ioco (0 а 29:69), 


i=l тр 


Jac ае) [8097 и аа, 


ga) 2E a). 
-~ 


由 X,I-X,0D-1:-X,À-1: X,1— х, Х,1=0 立即 
HA ХА = Xs(A-1) 2 4X,1—0, AER, PFE 1 hf C, (3) 
得 到 | 
X,f= X f(p) + 290 Х.х‘ —af) + 2100-9) Хр, 


=0+ y, zoe 20) +0= -人 2E] y. 


il 


` $5 9 


a pe i ee — 


ы 9 | 
Xp: 2a 3| {图 17). dk 


注意 : НМТ fn C" 性 ,六 也 是 C 的 ,区 X gs ЖЖ УЯ! 
ik (Za 9.2, faz! AR QU s, Фр), 19) Жр 点 的 两 个 局 部 坐标 系 ， 


出 
391, = 2828 eg) 
- RUE eant AO 
— ex! |, 
= (лев f 
得 到 坐标 基 变 换 公 五 nl, рено? 
ар E (ә 
ag'l dy! ay! Әх! 
а dez! Әх" 3 


Әй"! p dy” : 24^] p. (p) EJ p 


BADD |, = x, Bus ESI SE os» 


j-1 
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VLic d 


= LEES (Фа on 向 ， 得 到 切 向 量变 换 公式 


1 ,#1 


b: = S1 p. Q))a* 和 


ay! egy 
p] 1907... 9 


[ «3 
т ttt — üU 
Ро wx Әх"! pp) 


dr (aty 81165) 43 BER ЖЫШ X Э FR td as C EU ai) t 
ж. Ei, TA дс DIB, -这 就 是 所 谓 的 古典 观 
点 ,通常 在 物理 学 中 习惯 于 这 种 定义 : 设 Lo 为 了 点 的 局 部 坐标 系 
Е, MERI X. 2,28" (ЕНН (28), (CL, 有 
XKP = (a), X, Ca!) (57) ELBE E JG — 4 А S, TIERS 
X, Ap AR-TUR. ЗЕ Apt АЛЕТ А ЖМ Cn 
E 

fi AE РСМ Җ— Ae n HERD ZR IRL, É АЗЕ ТЕГ БА А OE M [б 
xx — RU) Ss р — ЛЖ п о БЫА, RADA, EÈ 2n 维 C 
ЖЕ. ü 

定义 3 ROM, D)A n HEC" 流 形 , 我 们 定义 M {ДА £= 
(£M, M, a, GLG, R), R", £ yr: 

М-=\)ть„м,. 


PEN 


as TM— M, zOTQM)— (p, H o m(X,) =p, X,CT,M 
ap) =TM Ж) p PANE ТЕЕ. 对 于 任何 (有 р), (3) € E SC 
Ka ELIEX v»; x 05)— U ToM Ux В", 


PED 


- 
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| 


y arose Dek Jenn a"), 而 v |: a (ip)-— 
i=1 ? ~ £ : 


T,M— (p) x R". Hi V 269 —— Wh BE, k E. U x R" 的 拓 盾 自 
ЮЕШ 07! CD Bib, E v ЖЕЛЕ. ША, r*= (x (НД 
EIU MED ATM 的 拓扑 基 ， 它 唯一 确定 了 TK 上 的 一 个 据 
fbr. D Eib, TM T.i], s (0) 为 其 开 子 集 ， 且 (9, ide’) 
op; m  (U)—gp(U)x R”, (p, Idr) op (Xp) = (p(p;al,-, в") = 
(2,777,275 a^, уа") Жуну, Di TM; A 2u 维 扣 盾 流 形 。 — 

信友 :一人 fID 01 (0,9)€ 4). An Rug, ED, 
(U, pa), (1716, WI 24 pU, 0, 时 有 

(p; b, --, b") (pi b) = (р; go (pa) = uo! (pia, a") 


af Nu 8 — 
EE o Bit 
Зу" , 

2s ret 

ди! 2 gy 

Jr! Әх" - 

Sas (p) =, е EGL (а, К), 
ау" dy" 


2r ^" Qr ep 


显然 , Gaat ULCU, СІ (а, R) C^ 上 映射， 又 因为 
(y, IE ГАН ttg 5") 
= ((9, 18а") ou) s Pas 1ádg*) оф) ' (2, 7,275 a5, s, an) 


" БА] 1 n ра; "n 
= (фос! Сат, 27); > а, Ug E 
rm 


сіх“ 


$-1 


Ca Og (g;b) = (puo (ш); ge (р)а)). ái TM 25 2n HE C ik 
* ES * 


JE, (Cn (UY, (o, Idg оф) |07, Фф) HUE EE AE; 
Hr GI, e, 2") = фоло (о, Ider) ep)  (2,-,27; atra) FIC, 
18 к") оре ((р, Ів) о 0) t= ld к" н] AD, c Ар | C Wo 
HA CT ы. FE, a BE iE TM By ХАЖ, ғ 
RTM М 芋 的 一 个 秩 呈 的 人 ”向量 外. . 

BY UCR HAEDO HTE. MU, р), (ш) 
为 整体 坐标 系 CABLE RS ЯАНА (29). A TUS CI) 


Ux Rh вх) (5 | Jas an. 9 C7 fS, 


| Up = mw {pdp х В" 为 线性 同 构 。 于 是 ,5 A TU 
Эй n BJ CT ELARA. HA, MERA EAK = 3E C” 
Ж CAM, 2) B5 BL IA TM Ж ЖЕРК n HC ЗЕ Дар АА, 
`ñ. 82 5: АЕ) TS' XE 1 By C" 平凡 向 量 然 为 此 到 对 的 
C" Bo Elf de D= Us p.) 61,2), 其 中 
U= ((cos8, sind) [0-70-72z), gp (созй, sin0) 一 日， 
U;— ((cosp, sing) | aga], $5 (cos], sinn) =f, 


" qg-f^. t9 2 3j 3 
9 99.776 lo —2a,: л<6<2я; 2" » nlem 201, 
-中 eU Us, Ж Ж. i TS T St R EA 
E APA 
(брі а) РЕП, X, =al, 
tactis 
— - 2 EU, U, M ARUNA, B. 9 


为 C7 HHE, 15:27 (0 {р} x F" ARIEI, | 
定义 4 VM, Фуу n С" Е, TM AR СА, Ис 


» $9 = 


i 


M, WRU LRE X:IU—TM (л|„°Х =14„:17-> S HHE {И 
PEU, fEWAMEX БУ FX, ET, M) AU „ЛӨ TAS ЖХ 
ССВ) а, ШЕ COES mmm Е; d UCM 
开 集 , 称 Oaka) ЖШ X CY 切 向 量 场 ， 记 己 上 的 С" 
Bt] ik ОТ) CTM |v). 

定理 2 (М, 2) пя C^ GE, MU 

(1) X 2) M EB Osko) WARAH (О, 9), 


(a)62, X,- S Ta (p 52. PEU, ti aE qu, BR). 
ded P 


(2 X2 M 上 的 0” ИМЕ еН {НД FEM, R), d 
XfcCc"(M,R), 

ШЕҢ (1) X: MT H2 C* ARR eO HE TRU, р), (z) E m, 
(p, Ida) ej o op pO  9e(U) x R", (o, Ida")ope Xop (a) 
= (z; aegri), ey аф ғу) 是 0* 类 的 名 对 任何 (U, p), 
{r EZ, ECU, R). 

(2 (过) 对 任何 (5, p), (4) € £2, ÆU h 


х= (ned ә == Been 2 


H СО" (М, К), X 29 M Em c BICIS RICL 9га a, fe 
C"(U, R), I Xf | , CC^(U, R) Ag X fcc" (M, В). 

(<<) HEEM, НЕ (0, Ф), {2 }E, 使 peu 由 定理 1, 
X- DE 利用 第 一 # 3 318 Lit f,co=ar, ms 
ft> = z° |r 其 中 УСО Жур А. 于 是 ， 

(Ха!) |р Xf ly - 


Жж C" ORBE Xu Аш X co Xa H 
* 90 = | 


例 3 设 {z9] 为 通常 C^ UE Ro 的 直角 坐标 ， 直 定义 4 RE 
1, … 对 为 及 "于 的 整体 C^ 举 标 蘑 向量 场 (图 18). 


(at. 
mui 


由 例 2, — Dogs 于 前 整体 C 基 疝 量 场 ， 但 9 只 是 局 部 举 标 


而 不 是 整体 坐标 ， 

| EU, p), (re PO R SIBI CIO RR, U= R° (G1 
2220), 1: (0, 十 co) х (0,22) SU, (z, y) = (reos0, rsin), ЩЕ. 
标 基 变 换 公式 得 到 | | 


И ind T x 
E ü rene тсов@, 5 
5,21% R? 上 的 局 部 O7 学 标 基 向 量 场 (图 18), 


类 似 可 考虑 R: 上 的 局 部 ( 球 ) PRAU, р), (0,8, б), = 
R*—(((5,0,0) [2220 U ((0, 0, 22 | € R)), p`: (0, + со) x (0, 
x)x(0,222—U, (z, y, 2) =(тзїпбүсовб,, rsinÜjsint;, rcosÓ,), 
组 坐标 莹 变换 公式 得 到 | 


. @] c 


x sin, cosba віп, sinf, cos, 
dr 

1231 B 
—— |=} rfcosÜ,vcosÓ, тсовб, sinB, —rsing, 
36, 

26; —rTsinÜ,sinÜ, тіп, созб, 0 


|, 32. 38 128 R° ERIS О" 坐标 基 疝 量 场 (图 18), 
”现在 我 们 定义 一 个 C^ 了 映射 的 微分 (或 Jacobi MAD. 切 映 射 ， 

然后 证 明 一 些 有 关 的 性 质 . 

X38 ШОМ, 20 H n HEC" WOE, i =1, 2. f: М.м, 
2 С" Й, РЕМ, IO) SM, ФЕН 

f. Ü :T iM — To Мә, 

使 对 任何 (4,UDEO QD), H fel Xh Xy hof), XET, M. 
易 见 ferl EDET im Mis B.fao 为 线性 映射 , 称 疡 ?为 了 在 了 点 处 的 
微分 或 Jacobi Bst (іс Е 2D». 

特别 地 , YE p BS SERA (0, P)» (a! fü f OD fS SS se Бк &- 
(7, р), 47) B, 


E n y=ə|, 


Qe 
- раро 


Фор 20209770). 
') E 2 
3=1 PES £e «(23 
фу о/р 02). +T, 


лә ә 
Е |, )= Ix | og By | ғә" 


pip) 
.2 


fom 


sun 57 


Aj \ nemi [RO 

T Әг dx ay: 
ERNEUT \-2_ uM 
** 9a |p Ja" а" ыр" п» ОСО 


жп (СЕС) ， 为 fs 关于 局 部 坐标 系 {z3; (8 他 的 Jacohi aR. 


mE , 
设 x= $$), (х5) = ар 


я 
imi finm 


ul 


Sez] m = fsp Xp) = 2e (2 | у, 


ї=1 


7C ui ayi | 
а X | 0p) 597 


£=L 


‚ 
J=i 2—1 го) 


ех, A PRX а 
IAE Ir | ei 29р 


| | | Ja! дж" ( | 
V, m gym "i | 
O uu E 
定理 3 We M,N,L yD m, n, USE C^ be. Mi 
(1) (Idy), a =14,; ы; 
(2) # f: М-М fü g: N — L Ж C" West, WI 
(gef) «p: garo fep 
(3) f: MON 为 0" BÀ efi MN 为 Cr 映射 , 且 对 任何 
PEM, „ыТ›М Тә, 25 HA Dd СФ REEL 26 М] 2), 因而 
f] Ü: LM —F, CTO AD C Truy N 为 同 构 . | 
(4) # f: M N 为 с" ЯЕ, MU f.,: T,M AT, N Жу. 
证 明 (1) 对 任何 (А, Ü EC (р) = C"(d,(, if 和 任何 和 se 
TM, Ady) s (X5)h = X (held u) = Xok = Idr a X5)h, к 
(Id м)+»=1ЇЧу, М" 
- эз > 


o (2) 对 任何 Gk, Ua) EC (ef (р), 任何 X,ET,M, H 
(go D uo Xo) h= Xo(ho(gof)) — Х, (Вод) ј) —fapC Xa) (hog) = 
i1gssao Sf «s Xa) h, (де) „р джу) Гар. | : 

(3) f 25 C” RA BI 5р С° 映射 , 且 对 任何 pe M, (crank); 
=m. ЛЕЕ P, Gank smera SE) =me fo, 
AAH. 

(4) 由 (1) (2), AA ff 09 С", #10, u= (19) ар 
= (ўр) = ermee T BE fao F^ Dur —Id;, ,, №. 
TUE fÜ if E M— Tio N ARE. + 

Ж Х6 iw(M,2)23 n 3 С" ИН, WOR 为 开 集 , 则 称 Cr 
iki CREERSE) o:Wo7M 为 于 中 的 一 条 加" НН 如 
Жо: [а,Б]->. Мари $0 A La, b] 3E 1 о: WM 35 О" 
曲线 , E E| iea =o, 我 们 也 称 o 29C" 曲线 . RI OD. o о. 

设 o:(a, b) M 为 Cr 8, (U, Ф), (zt, a") 0р8 Co (6) | 
t€ (a, by) Hf) E) PA b RS COR Do ht o 的 参数 ， 注意 : 允许 Gs, 
Wo) =o Cta), АЕ Ela 5), йж Y — о биле 
《图 19) 


coe (£| = oem в, 


«o 
die) RELLE o (t) с, о" ЖИ o 的 切 向 基 场 

特别 , 对 坐标 曲线 оу» Besos (a!) = IC TES zt RAN 
at, z: 为 参数 ， Wis о, 的 切 向 量 场 按 上 述 公式 应 是 32 |. a 


是 第 i 个 坐标 向 量 场 限制 在 or. 的 象 集 上 的 值 ( 图 20). 
WE, 我 们 可 以 给 出 C* BM f: M Ms 的 微分 f. 的 几何 音 
- 94 е 


с | ай ü —— P 


LITT) e(t) 
02 


a(tgcatt p 


v^ 


E 20 


W. Шо 为 型 ;上 的 一 条 Cr 曲线 ， 则 foo 为 М, 上 的 一 条 C7 Hh 
8, Н. Е 


(fea) (2) о) Ро) (0"(2)), 


HI o {0 07) 85 f, Ib Гос ОВА (Гес) (0). 

864 设 (HoD) n 维 Cr OE, М, 2 М. 的 Cr 正则 子 
HOE. IPEM, Жр 关于 М, 的 局 部 坐标 系 (Ilio sad, 
(U, р), Eis io 1,129 р ET Mi AMERA, BLA 
U — (960 [z'(q) 20, n + 1 jn). GM Mi ARRAS, 
DT EE p 

Too To M, — Is (T EM OCT o) М» 

为 同 构 , А. 22 T 


a 99 = 


зл Jahon mE Map Ro € 


"у d 
Jr! р: 1 0 z! EIL 
А . _ T . 
a S 1 3 
I , 
oa ру 92^ j jm 


; UN BT C ia. [Xu 2 
pna, КЄ Z i » өз» "эз 


ер 
二 | зн 


їр 


- - "a НЧ а ж 
; ®® ано x. 


2 不 加 区 别 地 视 作 相同 的 HE. 


和 如果 o 2 M, 上 的 O“ 曲线 ， 则 Zoo 为 M, 上 的 C” н. 
于 是 ， 


(Ts0) (0) 2 I, (o' (1)). 


@5 W ЛВ" 0° Й, rank 2, 25), pl 
(тзн, 0 fE T Mf (0) ROSE RS R" rbi nce 
C" ЗЕ. 

如 果 M=, Wo M= f-' (0) 上 的 0" йа, ih i 
150 WDA 39 eo) оуу eo) 2 MOT: 


1 dt. er НАКУ 


юне {По (а), POS ())) жо 的 两 边 对 i 求 导 
аң — | SU шл; 
| af (iiofe Y 
5721. di = 0, 


和 由 一 万 !(0) km gH ARS SI EX. 


— 05° Әк! уда 7 


* PG а 


BRA EOM, £0 A n ECT 1,1—1,2; f: M >M A 
c^ БЕ. ARIT f: T H РМа, 使 fis, мү ==} жр› pcM,, MG. 
f) 5 С" 人 映射 ,因而 图 表 


TM Lr. 


Tj л: 


M, —— М, 
是 可 交换 葛 ， 即 fom = mas Ж m TM; >M, GIA AED. 
i-i,2, 

如 果 f Ж Calls, 0E CP, DAMER. 

证 明 MER XET, M, ҢЫ р 和 了 (p) 的 局 部 坐标 系 (5 
qu), GC HRK фе), (7, [E FCU) СУ. HRR IAEA EE HR Ж 
(71 Q7), (pos Id g*) pe) 和 ra (У), (pr, Ide) $52 fE (лу (7) 
Ca; (VP), 且 由 定义 5 中 的 公式 得 到 

Vvofsyo' (250) (profer Gr), Diprof opo a )a) = Qj). 
于 是 ,从 了 EC М, ЄС CTM TH,). 

图 表 可 交换 是 显然 的 ， 

如 果子 为 C” ЫЖ, fE S 258 4 "TET. =! 
定理 3 (2), #1] е ОО) ко =, (#,f) M 
处 等 价 . Ф : s 

定理 5 WE OL, 23) а С° . HUE, EL, 2, f: MM, 
C" AE, X 为 M, 上 的 C" EJ EE ES, ШУХ ЛМ 
TMA qf, Wl T» Xef (gq) = 44 0X0 26 M, Eñ C^ ИҢ 
di. 

证 明 - 由 定理 4, fon | =m e Ë S| fl 

00 mp V X) m mo (fo X° f-1)= fs (mis Ж) ^! —Idy,. 
х, Хра C" IS. dq f. X dde C" PAS, 这 就 


. 97 «5 


证 明了 AX AA TM, LE C" 截面 或 Б C7 切 向 量 场 ， 

” 另 一 证 明 如 下 ; 由 了 为 一 一 上 映射 和 县 为 M. 上 的 切 向 量 场 , 故 
ХОС. Хәр =.) М, ЕН, EREC CH, 
R), |] [€C* CM,, Ma), ik h-f€C^ (M,,. R). dug 2020 
X3») M, 上 的 C" 9) ib R Ip 可 An ХО РЄС"(М,, В), 而 
(f,X)AQ 00) —X(f)()0, FÆR OM R), f, X 28 
MEHO HRE. + 


例 8 ig fiR R, u= fir, y) 一 zx h G° ШЫМ. х=у2 % 


R: С" ШИЮ, P= (0,0), g= (0,1), f() 一 0 二 f(g)， 但 
fo 2) 0- f. (X. Wi f.X 不 是 R БЕЛЛ 
向 量 场 ， | 2 

C^Lie 群 土 有 一 些 特殊 的 О” 切 疝 量 场 , 称 为 左 (或 者 ) 不 变 向 
量 场 ,它们 党 全 由 单位 元 素 处 的 值 唯一 决定 : ` | 

ФИТ IRG вя Lief, асб. Э L,:G—G, x 
Lat) =a- fl. R:G—G,xr—RB(r)-az-a3;G її Ө ЖШ 8 3. 

HH $133 3, L, (GR R::GG 为 Ce В, Hz! = Da. 3t 
任意 a, bEG, EE Loa’ 38 a Ший b. Е, {Ls|aEQ} 为 可 迁 作 用 
HE O7Lie 群 C 上 的 变换 群 , 即 G 在 变换 群 {EojeEG] 下 为 齐 性 空间 ， 
于 是 , 从 局 部 微分 性 质 来 看 具有 均匀 性 ; 在 一 点 附近 成 立 的 某 种 性 
Ж, 在 每 一 点 附近 也 成 立 . 

定义 8 X Hno Lia 上 的 切 向 量 场 ， 如 果 对 任何 
a, bEG 有 (Lea) X = Xo, Ш X 为 在 不 变 向 量 场 ， 类 似 可 定 
浆 右 不 变 向 量 场 . 

定理 6 (D Хн C^Lie 群 8 上 的 堪 不 变 向 量 场 
(2) 对 任何 аєа, X,— Gu). Xo, MA 8 X, AN E 
(8) аса, X= (L) X. | . 
þf « 


BEP, ERY ERES X О” 向 量 场 . 
WES] (D-(3) Ж a bE, Ң X D ASIE I E, dk 
СС) X). = (La) ean a = (scan) kento X la 
= Xos (La) X = X. 
(3)=> (2) MERI а0, BICI X == X, BEA 
= (бык) = Ga) e X 
(2)=(1) итне ьа, 因 X. LX 
(Dra) ss Xa = (Lro) es (La) ee Xo) = (Lh) no X 

= (L,)<s X, -X, BI X 为 左 不 变 向 量 场 。 

BE X 为 0” 切 疝 量 场 ， 显 然 , RAER 区 在 单位 元 素 e 的 
附近 是 CT 即 可 ， 为 此 ， 在 点 。 的 一 个 开 邻 域 W 中 取 一 局 部 坐标 
Re). hF esee, KIUR ей ЕВ U ТУ, CAME 
f БЙР RO Cu RU (o^) JE EUER uU, CV we vEW LE 
Het = (ш, ns aho! s RT Qu) m (o) o Cr 函数 . 设 e 
的 局 部 坐标 为 (e'，…，e”)， 则 对 任意 «EU, ER Le 在 v=e 的 
Jacobi 5 | 

2h (ul, ---, 09; tens ) 
ооа (^) 的 С” EG, W X= (LO. C029 (a!) f 
C^ ВИНЕ. Ф 

EHT RGA айол, (X ul i1, LARA 的 一 
Ad, GIC, a= 4). (X, аЄ@, i =1, 0) Ж G Е 
的 C" 基 向 其 场 . | mE 


证 明 HEI ag G, X 0- AGO, NI 0 — 21A t2 


= EE ML e (X N= (LO. (Pl xD.) BO Da 
i-i . | d Gk N . foc 


. 99 + 


HA0 SCA, (Xe. SE UOCOL LE 1, 2129 TG 的 基 , 有 


À,—0,i—1,--,n, ЙЕН T СОХ) е1, nun) 是 线性 无 关 的 ， 
从 而 它 是 了 TG 的 基 ， 切 向 量 场 的 CT 性 由 定理 6 得 到 + 

-定义 9 AU n Ce ШЖ (М, D) LAREI О” 基 问 量 
{Xli =l, 2), BERE CM, Ф) 3 RESET ЙЫ, 

定理 8 (1) EO, £)39 n Ht O“ DOE, СМ, D) 可 平行 所 
ТМ 是 平凡 向 量 从 ， | 

(2) C"Lie RE G 是 可 平行 的 , ТӨ Ур АЛАА, ` 

证 明 (1) (<) iÉ TH 为 平凡 向 量 从 , МО РЕЈА РА R (T M, 
0), ЖУ: ТМ -ac (OM) M x R" Жу C^ fle, Plora ph = 
T,M—(p)x R" 为 向 构 。 易 见 (X;|Xilpy— 06 (pe, i 一 1 
a} 型 上 的 C^ 基 向 量 场 ,因而 (对 , 殷 ) 是 可 平行 的 . 

C») ВОМ, 9) EE SEG, Olio mx М ЫС” 
革 向 量 场 ,定义 | 


ptt) 


TM —a7 (M) 5M x R", 
X, = aX, l CX,) = (p; a', 3, 0*) 
i-i ec | 


SEES, р 29 UMS p or I COD 00) x В" AER. 
对 任何 PEM, TE po 的 局 部 举 标 系 (V, Ф), (а, 


X,- Уле xe (P, 2x са xA 
-Xwskl. 

Е Ор) (100), W| 97 ERRERA (5 a) G 0) 一 
(z; O(p)a), "EX С” BER, IRE EIA B6 e ji Rp Са; 0 


> 160 < 


pcF 


425a) = (aC (PE, CEE С” йз, rh po f FEE YE, vi р 
€" B, TEYA С", duke TM ЖЕЛИ UA. 

(2) ШЖ 7, C"Lie 8E G 是 可 平行 的 , 再 由 (1), TG 是 平凡 
EA. + . | | 

例 7 由 第 四 章 #3 例 5 可 知 , St: 上 无 处 处 非 0 的 Cr ШЕП 
场 。 更 进一步 , НР. T. 希尔顿 和 S, 无 理 , 255 页 ， 定 理 5.8.67, 
S" 上 无 处 处 非 0 的 连续 切 向 量 场 , REIR ЖЕЗ, TS!" 不 是 CO" 平凡 
KR IA, 25 4A S7" 也 不 是 0"Lie TE Cin Ж Hl Бо og s EDI Ro, 
这 里 可 理解 TS8*” ЖЕ C (22 1)2E JUL ЈА, Б ЕСТЕ). 

frs?" 上 有 处 处 非 0 的 0" 切 向 量 场 了 |s= {zz —z Zo 
a Hag — 2-1)» get, B dE IS" :是否 可 平行 ? 它 是 
# uj E Lie #Er[ Adams, J. F. , 1960] iip T —r HE £d. T S" 
NEGLI ЫА «>н 1,3,7. ifi 820402, 1 3 3 S',S* 5C" Lie 
B, ЭИК ТӘ, ТА" 为 平凡 向 量 站， 

: ”现在 ,我 们 来 具体 构造 Si, St LERE C" 基 疝 量 场 . 

Ый X l= (a, z) рб 上 整体 O" 基 向 量 场 . W 

B'- (z=z1+im€C|(e 24 a=), X,—0'(0) i, Hf X|, 


| di ед dt i-0 
‚ 20 (0) = zi — —z^ b ia'. de X 258! БАЕ HE ДЕ. 
iz . 
e, т! = x r \ "" 
| [ 
г, 100. дос 24 в? xs 
е, —g' ак ga og 54 
e, —z* a? ді z | = 
+ 


* 01 + 


+ 


显然 ,在 8% E, (e;[2— 1,2,3, 4) 3) R* 的 C0" 规范 正 交 基 向 量 场 ， 
其 中 е, 为 5% 上 的 0” 单位 法 向 量 场 ,而 {esi 一 2,3, 4) у 5° 上 上 的 
C7 HV BE SEIT) SEDE EDU a EB. i GOD. Ad: t zt 
EH (Uc EU BO G1)! - (2)* 3 3)? — (3** 1), {ШЧ 8, 
zi,zj,zk 25 S? 上 的 左 不 变 CT NÉ 


XT GS", 类似 可 验证 

e) z zr x. Ку | z# а 2 

е, ай sz! gt а —а5 rË Š 

e| | t x а з аб 25 

| 

е, | —a' —a35 x! шо —a* x —4° 

e; | [gs az* ax а x! а ox 

" —a8 — а —g а т! z 

e, —g =g? -gf zf | xš a | z! Я 
е | -g 27 gË ce z* g? —x 


为 R^ 的 0" 规范 正 交 基 向 量 场 ,其 中 e, 5". 上 的 C" 单 位 法 向 是 
р, Че, 12 2,…,8} 为 S' 上 的 0” 规范 正 交 的 整体 基 切 向 景 场 ， 
HOS 是 可 平行 的 ， 从 而 了 8 为 平 儿 商量 从 ， 但 [ 徐 禁 林 和 周 坚 ] 
ШЕШ Т: S' 不 是 C*Lie 群 ， 更 进一步 ，5" 为 DeLie RREI) 
«—»5—0,1,3. 类似 地 , [Xu Senlip and Zhou Jian] 还 证 明了 ， 

POL) QD SE] n = 1, 8,7 以 及 PCR) C* Lie 群 (或 折 
ФР) 8 0, 1, 8. 

r 102 š 


9,18. UAE JURA HT RS Lie 群 的 非 连通 的 例子 是 容 
易 举 出 的 ， Bin, M5 rs) есу U eng) MH (8—2)°=1), М 


p= (=,0), 
"I | | Е 
(yD +42, ре (2,8), i Q2) =L, 


{ 
y 
为 型 上 的 整体 O^ 基 疝 量 场 , 故 型 可 平行 或 了 好 SE UI ДА, 
如 时 M AIE, есм Xj roc e (G0, 0) | zz RY, E 
Жа (Gr, y) |a? - (9—2)* 1}, ШЕ Lue —a-e —a, XAL M» M 
WAE So ЮША AD Ж, TE L. (102,0) 156 RY) = 
{Cz у) jz 二 人 3 一 2 一 1 这 就 推出 了 同上 是 下 将 非 紧 发 集 变 或 紧 殖 
售 , 了 矛盾 ， 记 以 于 不 是 拓扑 群 , 更 不 是 Lie Bf. 


S4 CC" 切 向 量 场 和 积分 曲线 

定义 1 BM, DYA n Sk C" 流 形 ,7CM 为 开 集 ,了 为 VV 上 
fr c^ 切 向 量 场 ， oi(ab) 一 MM 为 Cr ilii, oa, b))CM, B 
о'(фу= X. tE Б), Wf o 2 X f C^ 积分 曲线 或 流 线 . 

定理 1 积分 曲线 的 局 部 存在 性 定理 ) MX 23 niECTik 
JE CM, Фу IS CIE ЕВС" UJ radios, p 为 的 定义 域 中 的 一 点 ， 
Subs FERE DER, FE 60 和 唯一 的 0" digR&o:(b—6,5- 6) M, 
EH c (b) = p fl o 2yX B5 C" 积分 曲线 {图 21), 

此 外 , оС" Ki T DATE b RA р. 

证明 EC. p), {1} p ARRE ER Ж, U Bu dE X FEX 

Bb, 4 


. " 3 
„— i 
х= > lat s 
eo i=] 


qu d; X 7g C^ О реА асб", R). 
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i 


BE 21 


o Ё p 的 C" 积 分 曲线 — 90) atog, шо) = 


z'O), i=, sn, lC 20) ш (r'o, sns, жле), 应 用 党 微分 广 


程 的 看 在 和 唯一 性 定理 ， " оо oo (t, D р), 使 它 所 确定 
的 C" 曲线 o 在 指定 的 范围 内 满足 所 要 求 的 性 质 ， 
从 带 微 分 方程 定理 进一步 知道 ， 此 解 0” 依赖 于 初始 值 和 
PL2 AE Oet kR М-М, hk(p) =, B: 
(1) hash oh, t,QsCRS 
(2) ho =Idy, . 
WT $& Һ,оһй_,=<Ё,,{(_ ah eddy, BJ EB kch Idy, dh; 
—ha, T h: MM ЖС” AERO EH. MER MM 为 
M 上 的 C7 变换 的 Lie d 
. R: 作为 C“Lie H (Э п) AY О” 作用 在 М b, 
BIE PEM, WIth ()26— ilit p О" 曲线 , 称 为 了 的 
Sul RIEL 
x,= xs (h, iQ» | 3 | 


{з=а 22: E 


(BEES p US DEAE BS КоА Ж E, DOG A 0) С" ВИН, ЖЄ 


ШЕ ред» И Т M EB~T C^ Вар, $529 1 3X h, Bb 
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无 穷 小 变换 . 

定理 2 (1) (D LER) = (А, р) LER!) eae ih, Ср) 
EER). Bib, MX ШЕ JE dae ein (s (р) | LER!) fy O> 
ња. ` | | 

e Хм» = BYTE 25, 7 S 县 
(Che) «CX n) = Хк). | 

证 明 (0) (=>) $9 OQ 12687) {up ER}, " 
gh (9) C(h, (Ф) | ER). | mE . 

(«—) FEMO НЄЕ!), £ =, (р), M А,0ф = 
MOS) =, С), СЬ СЯ) 1168") (0, (р HER). x B 
р =R! (9) == h. (g), ШЕШ ЕЗ (D HER)2 (0, (p HER}. + 
是 , (A. (2) НЄН!) = (A (p) |: CR). 


(2) X, LEX Str (р))). 


did E: MO. 


i-a 

= 57 "M (Р)) ИСИ 
全 ds s-0 ӨШ! |a en. . 

= de Qu) 3 ањ (n) ^. 
fva d ga. M (p> dt Ua 


因为 AGO) = 5h.) H ka 0 С° MIRE, BO Enn) 
(hb. (=; e) Er; -X.. о | . + Е . . 


il М=(0,1), x=, 则 过 = 的 积分 曲 Ex 为 (y 


¿+e,z€(0,1), 4 2€(0, 1). FE: C EIU ЕБ Я (0,1) 上 
B) C^ 变换 的 整体 1 参数 群 . 


sc ат а 


再 如 M—(-co,0)U (0, +00), X- 2 iie RER 
2(2)， 


_ (2t xz, zE, +оо), 
мс) 
— 3/22 2°, 26000,0), 


而 24+ а°;>0, 所 以 О” I ЖЕ TASTE, 1) EB С" 变换 


的 整体 1 参数 群 ， 

Bi 1 说 明 Mf 上 的 每 个 Cr 切 向 量 场 不 一 定 产生 M 上 的 C7 
变换 的 1 参数 群 ， 但 是 ,局 部 地 它 是 正确 的 . 

定义 3 ”如果 O° BRA h: (е, е) ху M, RC, р) =h.(p) 
(V 为 О” OE CM, DRIED А: 

(1) à,:V >, (V)39 C7 E, z€ (— e, ғ); 

(2) ho=ldy; Е 

(3) #,8,2+-5Є(—е, 2), р, h GOV => ћ, (p) =h,*h,(p). WI 
称 С" 局 部 变换 4:7-> 开 为 局 部 1 参数 群 . 

定理 3 (F EB 1 2 g EÉ ЛЕЛЕ ШЕ X Ап С" 流 形 
(M, Фу С" Ep, p SM. WIETE ро 0) ХЭР V ЯП 
2220, 使 得 对 任何 £€(— e, a) — Cr 局 部 变换 SV M, BU 
为 局 部 1 ВЕ, ОН DB X. 

mE B. 为 (一 P e) xV 上 的 诱导 出 的 另 一 个 0“ 局 部 变换 
的 工 参数 群 , NU 5, =, ОЦЕ), 

证 明 EU, p), {zi} 为 po 的 局 部 坐标 系 ,不 妨 设 x!(p0) = = 
x^ (Pa) =0. # U 中 令 

Х= Sa (at, a") ze 


e 
ELI! 


考虑 常 微分 方程 : 
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dh 
| T 
HRPU e EOR RAAR ЕН ЖК T EDU JE As xe PR, 存在 
唯一 的 C" Hill mE 
А (150), e, Fi; itle, g= irl e, [x e, 
"UD Җ 1 Bj x йух 形成 了 微分 方程 的 解 ， | НАЙ. end Bb: 
A'(05z)—zx. 4 
hila) = (0 (0), e A CGE), (tle S = {a |а? |0,). 
Жа |41, 181, 1#-Ев1<Се, TALOSIA Ш | 
g C) =M uii) 
为 满足 初始 条 件 0 (0) = UG D RSS ERES 由 解 的 唯一 性 
定理 ,必须 g CD) = CU A.D). 这 就 证 明了 h. Kz)= B (h,(z)) 
z-ho hlr). 
Hp k (0х) =a, £—1, 566, т Rolt) = (А (0; 2) , +5, (0; 2)) = 
2, Hl àh,—Idy,. METE єс>0 0:070 Mit[«eB DT 
V-íixz|Izf]«ó) d AXV)CV. 
Bib. 8..0, (z)=bh,-h_(z)=kh (z)=xr, belee, СУ. 这 就 
推出 了 当 lile bf, AcV—RQV) 为 С" AE. MA, В; 
XE e, exV 土 的 局 部 变换 的 局 部 工 参 数 群 .. Жа, 的 构造 ， 
EE CEV FASE Sasi ИЗХ. M 
由 上 述 证 明和 常 微分 方程 解 的 唯一 性 定理 可 知 一 Ah 
hea ELE, g). H 
定义 4 AXA nike "T 纪 ) 上 的 с-а, 如 
果 存 在 型 上 的 С° 变换 的 整体 1 $n Ë (EEEX 2),'EWSSEH 
X, MRY 2558 a С° DHL ЕШ. 
”定理 4 ШЫК 25 n HEC" 06СИ, ТЫ A M 
上 的 С) ES, Н. X {а-к = 0, WX JE sede Bg. 


=a (8 CE), De, (2), i —1,*, n, 
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特别 地 , 紧 致 Cr EE (M, 名) 上 的 С” LL TER X Ж. 

证 明 对 任何 CK, BEI З, TETE p 92r 405A P (p) a 8(p) 
0, SERE ЖЫ X ECE), š(p)) x P (p) E rk C7 局 部 变换 
的 局 部 1 283 E. B 0 Am Iz ЯПА: (一 8(p), 800) x V (2) 
一 对 为 ORe At, TEE PIE BIR У Ср) CT (р) fio (p) 8 (р), 
使 得 当 zSV (р), |sl|<e(p) EF, ACEP). BU K 紧 致 ， 开 
gi (VG IpEK) 有 有 限 子 复 盖 (I (Dim, e, £). e 
min (e(p;) |d — 1 sk}, &(2) 52, 4€ M — K, | t| ce. 根据 定理 3 
后 半 部 分 的 结论 ,及 Ye, є) x M 上 的 О” 局 部 变换 的 局 部 1 参 
LI NES EIHMEMIETIECI NI T [Б] Н? z€V ,(p) 
P4, b (x) €T Gp), hu C1) B oh Gr). 

设 CR, ғ =+, nZ, Iri. in a0, А h= 
h,oh, oooh oha fn n«0, A Amh ok ooh oh, RER 

z z z | 2 2 | 2 

3 个 
UE h, 是 定义 确切 的 ，C™ 类 的 ， 并 且 对 任何 t, SER, hres = hao hs. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . + | 

RAEM а [а е0, KARATE REER. 

_ 作为 定 还 4 的 一 个 重要 应 用 ， 我 们 得 到 : 连通 的 С” 流 形 为 齐 
iri, ы IHE. 为 此 ， 先 引进 € Wife С" Ei 
的 概念 . 

ELS 设 ( 3X 维 c” iX, reto. 1,2,:,00,0), 
i—1,2. f, g: Mi M25 C ШАЙ}, От. dp "EXE Ct 映射 
F0, 1] M, My, Ж РОО, 2) -f(2), F(,2) -9(2),4€M,, 
Wigs F Е fn g у A CH, ICF o. 记 作 fg. 

定义 6 «RCM, D) Xj n, 2E C" WEE, re(0,1,2, 7, со, о}, 
i=1, 2. f, g: M, 为 O IRR, Occ. Ap dpIEXE mg 

~ res - 


的 С* ft F:[0, 32x M; M, 使 得 对 每 个 Є[0,11],Е(@@,:): М, 
-—M,S-2F(2) 29 C^ RR, ЖЕК EC МЕ ffus 的 0° 同 
Ж, УСЕН g. Abi f--g. 

5388 С ЙКЕ ККА, ` 

3E 4A Bb, C* ARR R 4 О. 

证 表 ”只 须 证 0* 同 伦 的 情形 . 

对 任何 CI B f:M М», $ FIO, 1] x MMC, 2) 
=F) WI F ФЕ] Яп 了 的 С* 同 伦 , 因 而 fo-f. 

Ap fg, F HIE f 50g Bu C^ ME, WI G:[O, Y] x Mi Ms, 
G(t, x) =Е(1—1,х) 9) g fu f Н O 10, Ai 9-7. 

Mfg, FP ЖЖ рону C [HJ të. W F:DO, 1]x M, 
>M,,F,(1,z2)=F(p(t),z)2JEE f 109 8925— C* Ete, Et 


д) = бест, £290, 


0, #=0, 
At 0, оа, 
eO) n түгү? 
(到 $ <<, 


рә ои, 
ба), а, 

# fgg, FRRGASDUM f ЖП g DUROS 9 ЯП ff С* la 
fe. ФЕ. (1,2) - F(o (0,2), G (1,2) GC CU а), 


|” (24, ж), 0C EC, 
H(t, z) = 


la 211, 2,154 «1, 
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Ru Zr Ant fnh^d C^ ffe. АЛП foh. dk 

$2 itio ЖИ M — R" 5", 则 az 上 存在 一 个 将 点 y 
ЖЕ Уз 289 C" RR f: M M, H Id, C^ HRTF f. 

M —R^,4- f: M—M,f(z)-z(z—i,F:[0, 1] x R"=> R", 
F(1, z)=z--t(z—y)3y 8 F(0, -)=ldas RFU, 0) = С° 
DES . | S. 
=5", Шу, 265" 为 在 何 二 点 . An E yz, $ 145", 
Е(1,:) —Ids*(-2.. ЖЖ yz, (E88 1009, 4 e;—9, Н (е, te 
ж 002 平面 诗 的 规范 正 交 基 ， 设 z= cosÓ- e Hc sinO-es (er, с, 
en) 29 R^" BSMLSIEZE AE, HX 

совӣ зіп 
sing cos \ 
с 


А= 1 zO(nT1), 
1 | 


显然 ,48 一 zs。 如 果 记 
' icostÜ. — sint 
sin£Ü  costÜ 
A(t) = 1 Р 
| І 
f:8"—8", f(z)— Az, РГО, 11] 8758", FO, 2) - AC. 容易 
TE POE Ide dB fim Col Н. fa) = z. 
为 了 证 明 连 通 C^ HUEM ЫЙ E BB; 先 证 下 面 的 引 理 .，- 
引 理 1 对 任 合 yefzER"| xj c1), FE C мыр ЕҢ! x 
R'*—R* 使 得 | | U 
(1) 对 任何 £CR! Idas CRF Р, =F, -). 
іо * 


(2) M4 zcR* 000,1) RF; F(t,; x) =r, t€ RI, 其 中 OCO, 1) 
为 以 为 中 心 工 为 半径 的 开 单 位 球 ; 

(3) F(0,-)—ida*j. 

(4) 存在 HERI BE FQ) SPG D =. 


证 明 воо) ud йа cO" (RR). Ap) 
| » 


-4a-[ 12) = 0,35] 2| «1, m | 一 ы бүз, Hepe 
Us i- ЖЕГИЛЕ? 
C7 (R^, R). Е An ig ico C8", ЖИЕН" ES C DR X 
dX]. фб), H FEX | jon —0, 根据 定理 4, Xs KE 
在 R^ 上 的 C7 变换 的 整体 工 参 数 群 F,, IE P: Н! x RR", РС) 
FG, тус” Weg, ED x, eco )e 且 满 足 : 
. (a) FQ) eR, t, 5€ R' rER"; 

(5) Fy(r)—a,z€R*, 

(1) 由 (e) Ф) F, PF; -FIRUART 3yO" Бр, XH 
F(st, x) Fo 10а" M P, BC" FR, Ж Fo IdasC" IRF 
F,- i 

(2 BLER" O(,) MEE e>0, IEM LECE, e) 有 
FG)ER' 00,1) iB, D) Quy o0 FG) Р 


(z)=z. "e F,(z)— Fu z) =r. 
(3) 由 (6) 直 接 得 证 . 


(4) њор 50, 则 存在 ЕН E FO) = F0) 


=}. 
яп Жу= 0, WREG, т) =х,ЄН!,кЄН". op 
GEHRG (FEAD ity H n 3k O" ORE OM, 27) бу 
+» jil» 


ота ста ааа ічн а 


二 点 ， 则 存在 Cr qu PIDO, 1]x MM, {Ж F(O,-)—Idy 

mmn Е(1, 5) =, B. fa) 92. оз, 

证 明 ЕЕ СА FLO, 1] x MM Id, — FC, . 
€ lr T FO, 0, B. P, y) = z, ШЕК 9 RAET z, 记 为 gz， 

TA yoy, RA FCE, т) =z,t€[0,1], 26M, 

如 果 y~z， 则 存在 上 述 的 О” 同 痕 F. 4G.) —F.G). 
易 见 G:[0,1] x M-»M X C" FR, Н 6.6-) =6 (0, FO 
-IdyC2,6:0) 960, =F (00,0 (2) =F G) = у, soy. 

如 果 yoe gow, 它们 相应 的 О” FRA Е: [0,1] x MM 
和 G:pO,1]x MM, Н F(0,-) = Edy, G(0, 2 —Idy, F(1,g) = 
P (9) -2,G(1,2) =G (z) =, MH, C) HG, ) 20 (4, F (0, ) 
=G F), HaC) =H (0, +) = 900, FCO, -)) = F(0, ) =14,(:), 
Н, (0) =G,sF,(g) 20.2) =w, Bib go, | 

综合 上 述 , 45 LS I ЗЕ EA ИГЕ Ж, НО EM, dE. 
一 个 C0” 同 胚 于 E" АУР Ий, БЕШ 8] BRL, 存在 zx BRR U, 
f 207 ЕР Чи. TE, MRA EAI ЖЕЛЕТ 
Ak, ЖЕПП МУЛО ЗЕ B FAR >. DES M жш, KRE 
—^ isi, ЖЕ ЖИЕ ЕЕ. + 

引 理 1 和 定理 6 可 以 推广 到 更 一 般 的 

推论 1 HEA n BOREM, D) BT 95, {Pis pay 
WU: rns gw} 为 连通 开 于 流 形 M-A 中 的 两 组 点 集 ,是 当 i 二 了 时 。 

PS Pn ug. WETE О” МЫЙ F:R'x MM RE | 

(1) 对 任何 IERI Id, FT F,-FG,2; ` 

(2) F(t,z)  z, tC R! , z€ А; | 

(3) F(0, )—1ds(25 

(0 ҤЕ GERE Е, (р) = ЕО, ра) = =, 

(24 m=? Bj, dim Af 221. 
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证 明 m=1. BURG SIERS, EBR TF w M-A È 
道路 连通 的 ， 故 存在 道路 w:[0, 1] M-A fic (0) 一 pcfI) 一 全 ， 
再 从 etfEo0,13) 的 紧 致 性 ,反复 用 引 理 1 推出 定理 的 结论 . 
24 m22, іт M2>2 BF, WAJA k uEHJ, ЕЖЕ ЕЕ 
m=1 EEA., BIRMA m = k ЕЛЕН ЁЗ, MA (p` pear] 
Hovo gal ТЕЛЕ СЄ” hM FRx M-—M fE 
(1) 对 任何 (CR, IduC? FRF Fs FO, 25; 
(2) F(t, л) = z, € R1,z€ А; 
(3) F(0, -) 2 Idy C); 
(4) 存在 GER! fli p. (po —F(to, р) = 1, 5, Ё, 
A FG =F Ce, Pri) = Pia. ЖП Piei = Gaa 则 命题 
А} m=k+1 E. Sj А, -AU {Po t РФ. ЧЕ} CA ЇЛ 28 
HE, M-A PAEAN ЈЕ: ), 则 存在 C^ ВН GER! x MM 
《1) 对 任何 ERI, Id C? AFG =G, ); 
- (2) Gt, x) =r, ЕВ, СА; 

(3) G(0, +) = 14); 

(4) 存在 t CB, {E Gn au) (їз, o =з, 
W E,C)-HG, ) = FS D) GF Ga, 0 GO С) = 
@,еР,„С-) АД Ж C^ МЕ, DOUG tir ШИ m — h+ 1 Ap JE EB, di 

SUE SUI DEBESZ C^UJ 向 量 场 了 关于 СЕА Lie 导 
8 JES|A ntk Селе PERI a 28 Lie 代数 

“定义 了 设 且 和 了 为 # 维 C” ЕСМ, Ф) EV El C" 
切 向 量 场 ,定义 L ÜY =X, Y13 F: 

LX, Ylf =X Y-Y, PEY, Ў ЖҮ LB C7 8875. 由 
FESE 2, [X, Y] V ЕЙ С” gp 25, ЕЕЕ 
换 子 积 或 方 括号 积 或 Y XT. X fy Lie 导数 . 
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Б# 2 [X,YJ2 V tH C" Bp ERES. 
证 明 8 7,066", В), AER, Ж | 
[X,Y],(f 4) —XQYGT9)-Y,OCG- 9) 
—(X,QYf)—Y,OXf)) - CX,Q 9g) - Y,CX9)) 
=L X,YJ],f+[X,Y3,g; | 
[X, Y ],(40 = X,Q(AD) -Y,0X Gf) 
—ÀACXQO fy — (Xf)) 
—A[X,Y]f; 
[X,Y],(fg) = XQ) -Y,CC (fg)) 
=X,(fYg+gYf)—Y,(fXg9g+gX7) 
= CK TI —Y,(Xg)) +g(p)(X,(Yf)—Y,(X f)) 
=f(@[X,Y],g+g(2)[X,Y1,7. 
这 就 证 明了 [了 ,了 jpETpM. АЗАЯ ADEEL, ҮЈР- (Ур 
一 了 (五 有 是 0"” 类 的 , 再 由 $3 定理 242) 推 出 [了 , 了 是 0 的， 者 
定理 7 WD X,Y, Z A ni С" ЕСМ, DREV EC” 
切 向 量 场 , f, g, 4CC^(V, R), А, KHER, (U, p), (25) Ж АВА, 
WIL, JER FHM: 
(1) [X,Y]=—[Y, X}, КЖФ, 
[X, X]=0, 884-8; О | 
(2) [AX + uY, Z] -A[X, Z] - n[Y, Z], | 
LX, AY + nZ] - ALX, Y] рх, 71, pst; 
‹з) [f X,gY]-5 fOXg)Y -g(YDX - fog XY — 
‚ (4) CX, CY, Z]1+- CP. CZ, XJ] CZ, [X, Y]]=0 Jacobi 
恒等式 ; 


9 : 
5) FE 0; 
(6) ЖХ = 三 "ar 5»% 3 则 有 
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.Ee diri) a 


x 


证 明 (1)(2) 由 定义 7 立即 可 得 ， 

(3) [FX,97Ih= (FX) (gY)h— (gY) C/X)A 
= (X) YD — (Y) X) 
= fg(XYh) S FOX (YB) — of Y X0 — (Y D) (XHh) 
= (РОКУ - (Y D X-: fg LX, Y)) f. 

(4) UG ГУ, Z]3f - ХГУ, Z]f ГУ, Z] Xf. 
= X(YZf — БҮР) - (YZXf -ZY Xf) 
= (XYZ—XZY— Ү2Х 4ZFX), 

出 由 对 称 性 得 
(CX, EY, ZH CY, CZ, XT] - CZ, CX, YT f 
-(XYZ— XZY -YZX --ZY X)f 
CT(FZX—YXZ—2XY4XZY)f 
+(ZXY—ZYX—XYZ+YKXZ)f - 


=0, 
СӘ], зарад 2/23 д 2 (op 
(8) xn xs = r AAG- Jr Jr’ 
-ZUe у =0. 
da?cg 


$21 4-1 


«2x (ant on b (raf 2 


o [ie ирен 


aeu 


E 
ipi 
+a Š i 


-X(emEemue ож 
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ZE1 利用 定理 7(6)， 在 局 部 坐标 系 p) GHE 
[X,Yl- 303€ TE 可 验证 上 式 右边 与 局 


部 坐标 系 的 选取 无 关 , 因而 可 定义 整体 的 Ce 切 向 量 场 [X,Y]. 用 
ERREX, IHEM О" g СХ, УТРЕ X(Y ) Y OX D ДО 
可 证 明定 理 7 rbi (1) (GO GRO S EKE). 

定理 8 ШОМ, Ф) уп CT ODE, i=1,2,J: H >M: 28 
C^ 微分 同 胚 , XC. X, M, 上 的 C7 切 向 量 场 , 则 

Ух, Xa] =z ГР, Xs, РХ]. 

证 明 12 ACO-COM, В), Wl 

[f.X,,f,X,l h= GX ro Xk (f. Ee) («X28 

= f. (X, „Ў. Хь) А f. (OX DC XR 
=(X,) (Р Хо) hof СХ), XR f 
= QC) OG s) - (Xa) (X Gi P) 
=[X,, X] A = f, ,(LX., Х.],)В, 


FE, f[X. X.J=[f.X,. f.X.]. H 
XX8 EV AF йун У. ОЛЕ V hoi ИЙ 
"el io BE 
[ , kxr, (X, Y) XY), 
Wm. 


| (1) [AX + Y, Z1 АГХ, Z] - ULY, Z], 左 分 配 律 ; ` 

(2) EX, Y] 一 一 [Y, X], КЖ; 

(3) EX, СУ, ZI] HY, [2, X112 EZ, EX, Y119 0, Jacobi fii 
等 式 ， 这 里 AL EF, X, Y, ZEV, WMT, Г. DRY Xi FE 
的 Lie 代数 或 Lie R. 

注 2 从 (1 和 (2》 立即 可 推出 (Z, AX+uY]= =А[®, Х]+ 
B[Z, 7]， 硬 分 配 律 ， 此 外 , Im RR PTS ДЕРЕ 2 的 , 则 由 (2) 得 到 
„ 116 + 


[X,X1- —[X, X1,2LX, X] 6, EX, X] -0CREERO., . 


$3 V gla,R)—(A—(a,D|A Jn ERR, Баха 
域 БВ e HEX ERA 
ГА, B] = AB— BA. 


容易 验证 (gl(z, FO, Г, D&g, R) scie R Li Lie 
代数 , 称 为 全 线性 代数 ， | 

定理 9 设 到 (的 为 C"Lie 群 G 上 去 不 变 向 量 场 的 全 体 ， 则 
LG) 为 实数 域 R. Eft n 维 向 量 空间 ， 并 且 关 于 Lie 导数 运算 
[ ，]，(Z(G,[ ，]) 或 工 (GD 为 实数 域 下 上 的 % 维 Lie 代 
数 ( 称 为 C* Lie ВЕС 89 Lie 代数 ). 

证 明 设 PER, X, YEL(G), HEM 8 dn $3 定理 6 得 到 

СЕ.) „(АХ HUY) =A (La) X Haule) Y =АХ рУ  (a€G) 

(Dadel X,Y] 2 ((5)4X, (4,),Y] - [X, Y], ' 
由 此 推出 АХ + УСД), LX, YJE). | 

此 外 ， 取 TeG 的 一 个 基 (ОХ), |81, 599, n), BIER XT 
СХ) = (L). (X). EG, i =1, n} L(G) 的 一 个 基 ， 事实 


n 82 X,-0,4€R, Bi o= (ux), SFR 于 是 
д; =0, i=], = эз, 455 [#=1,- "a n} жай. 3 —J 
面 ， 对 任意 XEL), X; = э BD X= (Tro, 一 


72 бео) Zao а, Je Ou Qn, ‚х= 


> AnA ER, AA, | 6£—1, n, а} у 五 (的 的 一 个 基 ， m LO 
аваа С А ui 


"II/* 


rh 


最 后 , 由 定理 701X2X(4) 推 出 (GD 满足 定义 8 中 的 条 件 (1) 
(2)(3), 所 以 它 是 实数 域 是 上 的 一 个 Lie 代数。 de 

@ 4 由 第 二 章 IPn 032—025 PEBE GL, R) 为 于 
ҖЕ C=Lie 群 (也 是 0*Lie 群 )， 如 果 用 


39] 
Qe QO c ` 
Ë | = Ü ... 1 +++ Ü i fT 
0 Ü 0, 


RRD T, zu 为 GLO, БУК Fs MO Lie OLC, 


RR) 上 的 转向 量 > au 9 一念 可 用 名 阶 方 阵 
DERE t: 


| йип ctt Gia 
af- | | 
аы ` an 
em, 但 此 时 eet4 可 为 0 
现在 再 来 看 由 9 所 决定 的 左 移 Lais 592-9, ix MG 
Jacobi 方 阵 的 系数 是 | 
әу gi, 0— Jj, 
ай T PIT 2 (Dees) jo - [x j. | 
因此 ， 在 单位 元 素 上 的 贸 网 量 A Bi RE HY AUR ЖЕ ТИШ НУ) 29 
gg. _ gy. ` ы 
X, -( 5 Эти fet A :)= e) 


Ei Ecl 


二 94 一 (анз). 


如果 Р,=08- (нь) (By ih 8 беж 5-а 
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所 决定 的 左 不 变 向 量 场 , 则 
де, 
LX, Yi- xx а DeL B „жур. 


1=1 ki 


3 (Be л, oma aes 


š, > 301- 
Bond ва} 


4 фе бф Bl g = I, Са) = A= A (өс), CB: = (5,5, Bf 


(X Y], 5] (> (aub but) Jael, 


ç. f=1 `1 


XBCX, Y] 是 由 方 阵 АВ. BA GER ACRES RS, чя 3 和 
上 上面 的 计算 表明 ,GEL(m ffo Lie 代数 s1(n, R> 与 全 线性 代数 是 
同 构 的 . | 

iES 设 Cr Hë EGO (0-1, Ulf (0) — A, ШИҢ A 


决定 的 龙 不 变 疝 量 场 X= (р) a, AZF (9200) lis 92 (0) 


= 94. 
定义 方 阵 的 指数 映射 4+ 一 > e*-exp4— d > , 一 ,使 我 们 可 


以 具体 给 出 由 ABRIR RC rS 1 BER hi, 
先 证 明 指 数 有 映射 的 性 质 ， 
引 理 3 Hb Aun HERES, E š n Br Ry: 


e^-expA-J-- SE, 
А xu" | 


* ]19 * 


eh © 


RI ; 
(1) LEO AUR dk CU 中 -有 界 集中 变化 时 ， 它 是 一 
3k ДЕ; 

(2) ҖЕН АК > e+ 一 exp4 为 解析 映射 ; 

(3) e*4* 5=РеёР 


(4) dete4— ота „ЕШ A= (2,2, Tr A= Уза. Ж Ай. 因 


im e^€GL(s, C. dum A 25 n Br SE ER, WJ dete^7-0; 
(5) 如 果 AB— ВА, g** 5 —g^.gB( сс gP. o4); 
0 o о 0 
e (6) 设 4-(。 小 в-(‹ 小 ДЇ AB&BA, e^*"3ce^ e? 
(7) e'—I,e *—(e*) "(Hii dete^5c0); 
(8) WE z(1)—e6'*—exp(t 4), IER, WI 


D) шу. Аб= A (0) 


(9) ipi A'— —A, " e CU (2) = (ВЕСІ (s, C) [E B= BB' = A 
(ARRIBE). | 
反之， 车 BEUGO, Wife # n Br SERE A, 使 4 = 一 4 B 

B=e4. € | | 

(10) 如 果 A A n Erb e, B. A! = A, WJ e^€O0 (0) * = {BE 
GL(s, R)|B' B= BB' -I,,detB7-0). 

E, EEEO, | RUE n ИЗИ А, 4=—4, Н 
В=е^ 

证 明 a» 4 中 元 素 的 绝对 值 不 超过 М, ROS A= Cau) PS 
басм. да а А" 中 元 素 的 编 对 值 不 超过 an- 又 因为 


pew" Wk, RH T, рэа А 


LL! 


= 20 


(2) 将 qis 视 作 自 变 最 ， 显 然 4” 中 元 素 关于 aj Ж m S, 
由 (1) 可 知 1: OA 市 每 个 元 素 已 表达 为 cy NAER M, 
тар" 


fk А-—› е“--ехрА 为 解析 映射 
(8) 由 (1), 任 给 670, pdt N€ N 4 а> N IBS 


[ PAP oe p =, AT Pj og 
рә) mb Iz ^N Р UT 
сер чп 22 РАР" ——)- Р (1.05) - Ap | 

| T iym] 
E x (же | 045-4 7 е 
амал mel 
Ap e->0 {8 | РАР PerPo 
- dr 
(4) 出 线性 代数 知 , g gay gi yp P. IA = >. P^, 
` ` Ü Аһ 


ий А) 为 E 的 特征 什 ， j=l, Ur R. 于 是 
Bi aT E CN ys (S ) 
detet. dete ^" «^ = detPe S? ?s -dete'? ^а 


euo 
E - "no 本 
\0 ej | 
(5) 如果 AB - BA, Wi 


. XA +В)" 2)". - Ct ep k mom АВЕ 
enn JALDI DIELE. S5 se 
Ü kc 


*-ü mU k= D Оп E) 1 


[SS AM RB а. ов 
EXE e 
e CRI T k ha S rS ЕЙ эЛ. 


* 121 + 


(6) 直接 计算 即 得 . 
(7) WAe-La YER | 
ехе еч во, ет (et). 
(8) WE t€ Ca, 
对 可 各 项 求 导 , 故 - 
с. ED _ i -A= E д" -(5 1-1 A" —— 4 


> 25 бат 
sz) A, 


А" a Винса, 


m=l 


И ВСИ (п), ЕЕ BE P (i 
TM 8, LN _ 
n ne e 一 NT `). "^ ( » ， 
' gttn? 


9,ER, j=l, n 


(10) mOGDmCGOmügikXne* (ey. TX, 
e^ (9t)! =g“ ret "m ейл" zig HESA . e= f., üt p*CO(n). 
Ф: ВЄО(п) *, Wr EE RE REIS P (Ë 

созӣ, —sin60, | 


sin; созӣ; 


cosb; — віп; 


sin; cos; 


.122* 1. 


eos, — sint, \ 


siu, соз, 


| 
1 
b 


P! 
sing cosh; 
L 
1 
0 
! 
0 —48, 
0, 0 9 | 
=Р.ехр 0 exp 9 —8; ip 
N 0; 0 | 
0 
Ü 
0 一 由 
8, 0 
0 —8; 
—exp|P ? P GER, j=l, e,n 
0; -Ü i ' 7 
0 
0 
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0 P i 
0, | 
0 —#, | 
- A= f 
^ 0, O Р 
| 0 
d 
0j 
P 0 B 
0 一 日 
. t P', 
B; 0 
0 
0 


显然 4' 二 一 + 


现在 , 我们 就 可 应 用 引 理 3 26 1 H АР 生 的 GLO, R) 上 的 
:94 的 О" 变换 的 1 IO k, 


LE У li]: LE] X,- 


X ПИ 200) =е' 


因此 , PERRI CD = 


ha (g) = ge" = 


d d 
i^" (g) liso q (get) ао = ge'^ A| ,0 


h; (g); get ra 
+ 124 3 


z(t) 
dí 


-ge'^, ism Е, 
gl. g 


-exp A) = -+ 这 是 因为 


—z(t)À, 200) = I. 


一 = gÁA-— X,, 


ge! ett « h. (де?^) - hh. (дф). 


39 WL du cx 


BIS Жс 8118 E UE BI OGO S GL (n, В) gon D 


HbC-Lie HE. БИШ Г, ARZT, (O GOD SIR ET), (GL Cr, 
RF, 正面 可 以 证 明 守 7 (О(а)) ={А|А'=—А}, FI; 


新 得 到 О(ауйз T CO 0) уйу К", 

WRA = — A, A п} ЗЕ, MABI), e' 4 £0 Q0)*, 
e'^ [ios Ly de^ | aac et Afi = Af ACTI CQ), ECL 
z()€0(n) s, r(0)—1,,2'(0) = A€T; (O(n)). MA = Ax (0r 
cx) = D CÓ! E(D HEY EDI = Таа) 
00, А — A. 

现在 , RAIKI, Y] 39 Ж. 


定理 10 设 (M, ) n 0" EXE, X,Y€C"(T M), h, YY 
的 C^ 局 部 虐 参 数 群 , 则 


g 
[X,Y1= (в) X liso. 
证 明 FE PEM SEP (a) sh, BX — Уа 22, 


Y= $1. hos (M). WN 


(ё) Х| (h) «lis X = Sl at (h (p) (в), 1а 


可 
ч (P) Jg* 


овооруу py 
= 23 (h. (p) 215: DERE 


баъ Ср) lico m dh Pa lio Y (pet, 


+ 1255 


这 170 pi 
ОР) =b (p). 


d 3h, 2 d, PU 
—x (p|, 6: EPFL Ср) [iom gu) 


d _ ahi, а 
да D дуа ai (Ch. oe ЕТ IIT 053 


OX d chi 2 < ах ә 
ВЫ ! ha -0 一 一 一 | "MIEL y j. 十 ru 2 
i >а ао! ? Xx» > (- a: "3 


„314—1 i j=i 


_ BB 38x12 _ r. | 

эрс ЕЕ 一 oe) ai DG YT. i 
ВБ 应 用 定 埋 10 重新 计算 例 4 HLX, Y.L, dn FR. 0825 
Lyr) =>, hip) zg.exptB, Y,—gB, Was R; RD) хў 

MU BCECED) z(t)g, СВ) к(а (2)) 92 (029g, T AER UL) =ехрёВ 


m 


[X,Y Xl dg Resa eX pci) lezo 
ur 
== HospiaJ4€xpC— £B) - 4) |, 


=Z (expC—tB)- A-exptB) |, 


= AB— BA= [ A, B]. 

最 后 , dU PR ЛИНЕН Hh Sq pR Wi AS SE IO ЛЕ FR 

定理 HL EE M nE HS, ОСМ AWE, Xu X € 
C" (TU), BERE CX (2) , 5, X GO {И IIa U A ERE 36920), 则 

在 UV E, EX, X17 0,. Lei je HER PCU, {ЕЖЕ p 


ПЛОЧА БКА (Uo, p), {r HE UCU B X, 52,1 md uk. 
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ЗЕЯ (<=) ШАС 705), 
(=>) 28][Palais, R. S. апі Terng, C. L. 1. 4. Z. Theorem]. 


—- 
ns 


定理 12 |Z M ni CUE. E UM үк k BJ C^ 分 布 ( 即 
E ЭТМЕ k hy C^ JA). Wi 

(1) EWE , HEEERIRSGIUHIM X,Y€CT (CH CX, Y] 
€C"(E)); (GYM ££ fil pc M, ETE p BS3F SRM U ind k SC 
Вла Xi. X; 使 得 CU 的 纤维 至- ЖЕҢ (X (ш), 5, X G0] 
HORR HEU FL. (X, GO, XGA ,‚ J] 是 封闭 的 (外 


LX, X= Rats P. so" (U, Е)); 
€«—(3) 对 任何 РЕМ, fre p By kA Бк ЖА (Т, p), le) 使 得 
N = (gU [x** (4) = e* 7, e" (3) = e") 
Jp E (ЯҢАЛЫК ОШ TAN E se NT. Mu 


证 明 ”参阅 [ 徐 森 村 172 页 一 180 JD]. + 
注 4 Æp, (1)=(3) 或 (2y=>=(3) FK Лу Frobenius 
ж. 
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第 三 章 ”外 微分 形式 和 Sokes 定理 


第 二 章 引 进 的 切 空间 和 切 从 将 使 更 多 的 代数 构造 渗入 流 形 ， 
从 而 使 波形 进 - - 步 代数 化 . 

ТЕНЬ C^ kiio, ТЕМ ГО” БЕ HUS —C> i 1k 
成 ，$ 2 研究 0™ EEk St MI ET ME CE 
并 介绍 将 铀 分 折 拉 和 代数 拓 欠 密切 相连 的 著名 的 de Rham 定理 
列举 的 一 些 例子 与 数学 分 析 紧 密 相 闫 而 且 是 (ofr. ЎЗА 
Tar cA АЕА, JH n HE Cr 流 形 切 从 的 定向 性 作为 流 形 (于 ， 纺 ) 的 
定 启 性 .对 于 定向 洲 形 于， 利用 单位 分 解 可 定义 次 О” 外 微分 


Ж Жо dE n б C^ 定向 仿 紧 该 形 上 的 Bu |. HREM BS n— 1 4 


©” 边界 流 彩 ӘМ 的 诱导 定向 流 形 3 下 以 后 , 我 们 就 可 得 到 极其 重 


чі у Stokes 定理 КЕ = |с. | 
l А Гәм 


$1 KEMA C^ NES 

(E58 — а 2 例 7 中 已 提 到 了 一 个 向 是 空间 的 对 侦 空间 ， 这 
一 贞 将 详细 讨论 它 , 并 引进 张 量 ， 张 量 从 和 0* ЖЕП ИЕ RE 
LEES | | | 

定义 1 ЖУЗ» ЕУ, 4e V*- (010:V R 为 线性 
тй}. 0, СУ *, AER, de lE IE Ж (0+ m CX) =X) - 9 (X0, 
(40) (X) :- ABCX), ХЄУ, b 48,0-- 9, A0:V— R DREAS Л 
$4 9,49€V*.. BE (V5, --, Ж} R ELWARA Rios V. 05 
ЭН 3 [8], 称 CV * Jo ts CLA TIE Ж: ХЄУ 为 逆 变 向 量 . 
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定理 1 е1, =s nA V -IiE ei — F, e'c 


V*, Нее) =å}, We [ài — 1, n) 29 V* 的 一 个 基 ， 称 为 (e, 
| i=l, +, 2; BU AE. 


JEB Еа Sue =0, 4,ER, t= 1, n, f| 
i=l р 


Жз: (е) = 9140) As, jo Lm, 
“i=1 А t=1 
Wie lE = 1, vu AER EJO Bu. 


此 外 ,对 任何 beV*， 因 为 (2 PCene (e): 3190051 
Oles), ЕЛ O= > 6 Ce et ХЕВИ T I |i Ls m) У 
个 基 , M V* Ап {ЦЕ AE 

VE (8 | Eo 1, n) 2b V ff 5 — 3 ТОН) (2012 = 1, 
LP 基 变 换 公式 为 ё; 21e, ei => үй{ё;, Вр 

і= 1 j-1 


H Ё * eÑ fe ejl [di e di :) 
" ele jJ U) É: ... Si 
2 Sio LiB MOS CAD, ШЕ C D^. 


iz XCV, Wi 


ч 


п я. mi п г n 
zin ч ` 了 了 7; ¿Y= 
> 8, X = > aíe,-- > ga > die; =. > (2 dis jz， 
j=l | i=l i=l PEST i-i i-l 


n 
一 一 dia, 
É =1 
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ЖЕ) D'. 
5 g'— У) 21е“, BI 
k-i 


nce) [È ле {Зе е) | 
k= i=l 


-5 Akses) == -= Zate, 


kopel 


Ë e Adele - \ ) 
AT * Ch 1 


Ak G= D', Д0), at= 2 diet, AERIS ЖЕЛЕ ВАУ 
FREI | 


E 


A 


ре D. 
pt ӨСУ *, 则 


n т ka / m i Ви í ы . \ 
> ]ё,е'=@-:`> |10 үе! = 10; P -Ee f^ 
2-1 ner $o1 1 : 


9,=8(е;), 5. 9(е;),0;. >}, 
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引 Ë | 
А wc -\ 
jt ASIA C= D, (Өд ЭГЕМЕ ST E (е; |4 = 
1,5), (e'li—l,-.2)4$H8,]6 —1,-,2), (Ell, m 
分 量 ， 由 此 可 仿照 击 典 切 向 显 的 定义 给 出 协 变 { 著 ) 向 量 的 定义 . 
XxEX2 WS 
6. Vtx- ХЕК У ХУВ 
UOTA s 
为 偏 线性 的 ; BDE WW, U,CV*, X, Y, CV, A4, n€ R df 
90, W. AWA gU, Winta Wi Xie X) 
MOL. SW LaL SW, s Wa Ху, en XQ 
НОИ y Wa UG Wanpes ЙЛ, Xa X, 
ОСИ Xu, X; p AXi БАУ, Xano XU 
АСИ, W. iX, X. Xp Ki X.) ` 
aU ure Wii X X os Ys Хао K), 
Ие 29 V ERC, s) ERKE, r 263008 p, s DC den c 
(r,0)ZH SK ЖЕ: Ay r ШЙ ЧЕК, (1,0) 型 张 量 就 是 逆 变 向 最; (0, 
s) go s Beas sk k, (0,1) 型 张 量 就 是 协 变 向 量 ; r,s 
>0 B, (r,s) ҖИК НЕК ЖЕ А KR; 为 方 鲁 和 统一 ， 规 定 实数 为 
(0, 0) 型 张 量 . s 
{е2 1, 0) V у, {е1 —1, n 8) 为 F* 的 基 , H. 25 
(e,]i —1,-, n) буз} B 3E, 042g) Ceny enses es +, 
Ej J BR art" A B CORE 20 ӨРЕ (е1 21,67, п) ms. 
inke li —1, e, в) F 5 38, (абі 1, 2,0) {zli 
= 1, 5‹, т) BE, MH] RUE PIOS 
8j; —0(e'i, eiry 8j t By) 


* f31 = 


T""—————"'"""—— n 


n ñ п 
=a Sai et, e, Bais et; Dejen ее) 


20-1 - kpl -3 


= 2 
北 变 向 有 量 和 协 变 向 熏 的 分 量变 换 公 式 怡 是 这 会 式 的 两 个 特例 . 

另 一 个 转 例 是 汉 (Чы) 线性 函数 9:FxF>R. YE (е, |221, 
ey ВОДУ Bg dk, 12.13 —1, LE ÀXVü5--. Piob iei 
е,),9,,: Og). НХ, YEV, 


ean Dees Zve -X Oiga h 
i=l 1-1 ijol 


= (al, е, а” b | CY 


Ba c Oua Mn 
"E 35209 
(б) -C(8,)0C, 
TRAE (0.0) 55 00.) Mn 05. | 
由 张 量 的 分 量变 换 公 式 和 切 向 量 的 十 芮 定义 方法 立即 可 给 出 
而 典 张 量 的 定义 . | 
定义 3 БСУ 为 所 有 (r,s) 型 张 最 的 全 体 , 而 CO TV =V, 
Ф) У =, СУЕ. HF 0, ERV, AC B, 我 们 定义 
(6-0) OF, Wa; X, XY,) «0; Wu Xi X) 
T2ONO Wu XS Xa), 
(48) QW, --, Ws X, X.) 
—ASQOPF.S S Wu Ху, Xs), | 
Hp W,CF*,X,CV. 4,0-1, ЛОС 则 (09^ 7V, +, He) 
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形成 D gu EAR. RAF V 85) (z, s SE NES IBI, 
Eéà.0-5 $120 Т6 е, jil, e,m у В Уу 
(Oy пун) Su (Sy 


XX 4 өст, тео, {ПД ХВ RR 
F >x соге > у 158172 ке] 
. (0, 1) i—> 09m, 
(80000 OW ,, н, Wars X, Xu) 
=B(W,,---, WX ey XV) 
СИ, злу Wara Aso Ra) 
其 中 W.EVt, X,€V. BIR Ор теу, H 0:500) WA 
P 
GG incre npuim. 


Em Jaa tiU Ja, *#2 


从 定义 4 立即 得 到 
(0,-0,) 9) nOD, 
IDEN) 600-09), 
ADDI GRAAD), 2ER, 
(#®п)›®&- 00001000), WE 0095994. 
HE, IOn — 9696 不 一 定 成 立 ， 例 如 ， 令 0(e,)-- 1, i= 1, pn 


1,i —1, 
Кей =i — 2, MJ (0C DN) (eo е) —0(ei) n(es) — 1:272, 而 
0, i223, 


(7600) (Cer, ea) = 1 Cei) B (es) — 1, Mfg 06997517060. 


定义 5 WV oy = [2 У] ККУ, Н 
reai 1 


L т.1-0 
有 限 个 Kot IEA, VUA GUY, r, 8720 ИИМ. F, 


5 X. 
• J33* 


en 


(&v— Ф) Gv, fog. d 0) 


Teg- UÜ 


TREER -个 向 量 空间 , 关于 加 东 和 名 形成 一 个 环 ( 避 
Ж] A, 则 它 为 实数 下 R 上 的 一 个 代数 , 称 АЕТ V POSER f 


Br шш СЫС "Р, Ж, 001 形成 此 张 最 代数 的 一 个 子 代数 ， 


8-0 
定理 2 е, |11, 566, п) рна E Sr B| V fg eile 
41,555, н) V* 86, Laeli =1, n п Ж, (61° 
|i1, m8 V** lS — E, Eee EET Ln n) ВЫНА. WI 
(ez Get Gem o9e 1524, s ir Jin Jem 
бу" 的 一 个 基 , РИШ 209) птн MED BE ZE ај, esh, 9e 097 "V 
n[ a 


(— $1 буте). Get? Qen «00е. 
iE 
n 
证 明 ш >] Aptent Ger бетден 
Неа: 
Ji and 


yi Q0 0e 1, +, ет; e, ,7, 81) 


. (eh: an ,e 7j ёз, куе) 


` = M Ай, ot noob hi A, 
Ry ks E, 

| АЛИ + iei, toe Ge 50е) ler | lxi, T, ijs с, jn) 
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线性 兆 关 的 . 
对 于 任何 ERV, AA 


* 
D hey ORe Rea Gee 
й iri 
= 
k kr. 
6 (е 109", eir; eut ei.) 


Pi k Er. 
= 011 ZH = 0 (е tatty е5 ерут P 


A o= > Ө: eit беу. Ger кореп Go--- Goes, 
СЕ 77 
3, del 


Ex b Pii, {е “бйз е дее. Оен |а, +з, d 
Луо Jen) gern V Ва ЭЕ, 
'" 定义 6 iV, 29 т ЖЕЕ р, d = 1, 2, ШЕ PERR SE iF, 
(oM Ste B uk ta > Hi] utk q. 
ET 0 > Z*0, 
Caf *0) (X1, RR) 00 Xi n uf X, Xi, X £V, 
Жр ac*0€ 69V, 是 由 于 .地 线性 和 8 的 偏 线性 ， 因 为 
A (A8; AOD CX, 7, X = (20. n0,) C X, X.) 
АВ Cal X, nn XS) T OCA Xs nnl X) 
=- (af * 8, naf*0,) СХ, 7 Xa), 
8k (А, ад.) A: *0, | pof 0, 
кис" "Va 2, HER, Ща" 是 线性 的 . 
定理 3 BEV, V, Va, Va п, n, na na ЖЕРДЕ]. d 
V,—V,, 2 MM HERAA. MH | 
(1) P 0,802) = ANDA 0. 66V 916607 
(2) (Id, )*—Idsr*,; 
(3) (а) — ш *; 
(4) Bteili —1,--,21)V, fA, (e* li=1, л} dS HI 
+ J35. 


DD 


3E, {mlj Lors nip Ve BE, (02131,56, mp 为 其 对 侦 基 ， 


Ln КА ` xn | 
ae S 2141. 期 р lide, HAS: >, 8,2" 
= Pol 有 - 


+ = S ( > idi "Ye 


а 

(5) fü И ЖЕРЕН of а, АЛЕ, ^" du 
ФРЕНЕ, Ш £*-!— Gaf moni n. 

Чега ==1,--, n) 3 F, mE, те |21, +n) ДЕННА А, 
fet*li-I,-,m реб |# = 1,59, в). RI (m е |і 
hoven} ЖИ» ышын <А, … APEBUAMBAE, {ni*l 
= 1 为 1 二 全 的 对 偶 基 ， 由 线性 同 构 . VV 5 
Sp lluk m: BI Y 

ADV GV. Gk, 
(Gf *0) QV, , Wa X... X 08 Gul АИР; 
ad X, raf X, Е 
Я.С), AE pad, of :线性 和 9 АНАР P], ЗЕ 
б, РЕНО, Wl ар ей, c£*nitoel". së АШ 
(123A 
(人 a*i cot 0,, 
(10,)*= 142" fp, 
(48.24 )* — a 8, 
G * 71 s Ga T) *, 
此 外 国人 2g£& А), E. 


HT 


dp" uu 


"i 
m > 8i: erts тла On 


+ 1}б * 


= 5 ёре Ge Сео ete 
nc 
证 明 (1) * (9,090: CX X) 
= (G Xue Xuu О - 
=0 Gf X uL X.) 0. (Z Xam Xu) 
— a0 CX ns XO al BOX as Xa) 
— Caf Саи) (X, Xu), Xin X. SE, 
Ж al * (0,5585) = A OD AO | 
(2) (I1,)*8(X e X2 - 96 X), ld IX D 0(X on, 
х), Ху, Х.У, dk ddr} =6 ld. (9), B (14,y" = 
Ida, 
(3) (BAX, o, X) - 8G AX, s BAX) = 
$8 "(af X, al X) mart ORG ns X), (8 ad) * — af * *, 


izl 


(4) an? (o) = n Cite) =n! (Ew DE $ 491 == 
1—1 


(3: die' Jen Kk d*y Sel. 


Vt #=1 


aft ü = > д. з, ad *. p^G- Quarto 


oveja sl 


PEERED, 
EPFL TL n | 
> ( > dba. id, hee 


(5) 由 (2) 和 (3), Idgrnsy, = (Id, )* = Gaz ^ 'od)* Qa 1)", 

[н] ЖД Газ Са 1), С) (dg 
a*n (е) = т Gite) = р (n) 0] - e' Cep), Ща еї. 
«1357 + 


uL 


"IEC—————————— ырл INI 


Ga* 917) (e) = Caf" e!) =t) ee), 
Wj.o£*52*-ei*. + 
ENT Wu £-—iE, M, т, GL (m, R), R", e 3 C* mji 
А, & 
QUE — U OE, 


тга 
其 中 009"°Е,= (010 Яд Bc ZE (ар Е, Й (т, ә) "mk d Әлі: 
QUEM, dH лек, г, СМ (Ж 2р, 
PRMD, WO 
(BI) {r Ue R 9) Gr CU), MUSAE 
ELin CABE 


Tota 


ii xi QUOC LU, qt Rr UL R" 
和 定理 3); 
(a) x Ros yid. E NN zy x R", 


Iz) х@"*Ң" RES TOO Le 2 COMTAS! x G^ R" 
I i li 
{а} хв" += ix) > R" +в 


这 里 , (2,6) - uli |. (z a) (z, g aa (22a), g | G0): B^—— R" 
HWER PEII, зе yt pk F AERE gra CO RIER TE I, (е1 =1, 

т) 为 В" 8g —4J, Те [11,6656 mrXieili-l, +, 局 的 对 个 
Ж, ieft]i-1,-, т) (е1, ++, mS, WI Cei 
75]i-l eem BAR” TX. iiri 1, --, mOn = 
1e, m RHB, ili (01^ li L enmi Ur E 81, e mH ЛАРВЕ 
Jk, RPE 3, An e, Ad tet < 


efe, "mA {@ <= dm fe 
20€ 20 
„аё бу, Pal da с а) n 


138. 


т / m ` m 
Ы 1 АШАА 
则 S bie, al ate, )=> at die, 
$-1 “t= i=] f=1 
"m m 
_ "A 
= Fiia es 
f=1 ` i=1 
by fd! +e di /a' [di s вл 
: =| *.. - | А ral T) » ++“ an А 
\ 
Мт) Sdp Ф an] d* e d$ 
e doce d" ег? ci c oct im 
DdLÉbe2e ee D, sb oon : |. 
eri лат ee ат Мр. Мер) о + em! IS 
| | 
+ "ER 5х 
于 是 ， 人 
йүү! 
ENS 
m 
or( È Grhare mere Ge") 
S rss k r-l 
она] 
JT 
«t >, сі пв 
il E 


yt > вл Yee i. e(3 


irai Йу 
clerig" 9) 


е? 9-е денен, 


ж 
052; = > | ci эсейе eB; 
REPRE! 
leal 


MM 


> дуй 


j,71 


) 


3139 * 


афу НЕ і i. сїз Hn "F 
PAT E y dic; Ө "ur 


TARET OOUR QVR” 的 线性 同 构 ， 相 应 的 矩阵 
€GL((w", В). i 8^* 为 由 (8")' 唯一 确定 的 QE 的 从 图 
EX | 


бё = (CO"*E, М,л GLO", R), R” " ,6") 
为 的 (7, 5) 型 的 С" ЖА, 


ЖЛ An Х,а 1.06), Уе ра |. (e), МИХ. = 
ioes тИ, 61, eo тур E, 的 两 个 基 。 从 上 面容 易 看 出 
E. 上 同一 个 (7，#8》 Mp ТЕ (X;i,]i—-l, +з, mj 
Qul, on туй ОСТЕР СТЕ RU 8 M 
Б. PM Pi, AVE RUNE ROS D TE 


GEZ 
d Ë ... ү) 
F mz D UT Ca X mr 
则 SIMY.-X.oD21e6X.o D BY, 
j-1 i-1 1-31 nen 


(ше гы v= ae, 


b! di c аА уа! di + d) 
| 小 [- \ : \ gg (1) — [- | 
Bo dy. d? 
Ш (Хі =1, mulio, mme, (Fl 
1,55, т) AH ali = b am AHA. TÉ, E. 上 的 (r,s) 


型 张 量 9 ETA Xali 二 1,…, m) b E) MEFE (У, „| 
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i=l 55, mMb2Y 8 Сөн) E IRI ЛЕД ЫК Ж 
бит = 之 баон еси, 
"Ë 


Re diues AU, nU, 上 的 C* EJ, o, E Ct ELA £i 
是 本 注 的 各 条 件 , TERES Е Г Tak aahh, 
定义 8 HOE gis C'T ERA $H R BJ (r, s) W CU SE 
AGCM. 称 截面 
UE "Er #8, 


为 如 上 的 (7, SEKRI U 称 为 它 的 定义 域 ， 如 果 6 为 GE 
250 ЖШ, MERED U Er, s) 型 C"( 连 续 ) 张 量 场 ; 如 果 UCH 
Ш, Ж ЬН СЕ) 0 ЖЫ LAT, 9% СК 
Ж, Xia СЕСЕ), 

我 们 特别 感 兴 趣 的 XE S n ЯЕ СО” 流 形 (OM, Z) IBI £ = 
(TM, M, s, GL(n, R), R") BB IC, OR C" REAO E= 


{QTM = [| &"T,M,M,a,, GLO, R), ВУ °з. 此 时 , 


PCM 
X; = ti! (ед ais, =! |ьбе;} = =], EFM = 
Pi 
(810 为 了 BAJ USE Bi TA Er ask s BO T€ 
M VERE milan "TOM =p РСМ. H 
.9. Әх! |, Әз" 3 
2y! |, sy! ay h. 2z!], 
3 | д! _. gz" _9_ 
дй" la ay" Әт"! ос Ma" |, 


18.9] учты ©] щш 
муо.) x Ze | ss 
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a 


py [AL ... 29 a ay 2887 
da! ах" Зх! Әх" 
= ... : Faa (p) = ... » 
p 9g" 2 09^ a” ау" ... 9g" 
` Әх! da"! , (ps or Әх“! , un 


ig т.м 的 对 偶 空 间 为 Т} М, 称 为 余 切 空间 , 它 的 元 素 称 为 余 
gm. TM= (TM BOE, CEDA TM 的 对 侦 从 . 


д) ia n HES i=], > 5 
ss b n 的 型 IU ЖЖ [dz [513 1, , п}, ay | 


E = 1, -n ПИЕ АФ! lol i = 1, nh. 于 是 ,Tp 于 上 的 人 r， 
DARRO TEKI iun es 218 2 OI ) 和 关于 基 


i i= 1, nU BAREO IB ERA RO 
cH is 
|o" ^ud i 
Ві: — а ey... eg n EF * Күзү 
Өш P ax: Элі: е ШЕГІ Өе, 
ЖЕНЫ 


3p а a PaVa QU SERI eu CUL TUS) 0 C7 вай. 
在 局 部 坐标 系 (F Фа), iz) d, ВЕСТ 可 表示 为 


n ok 
o= Xl Gn 89-6566 9 Gu. 
ipsi. : 
Bris ja 1 


定理 4 (M, 2) J п С" ЖЮ, MI 
(D 9 79M FR Cr, 5) 型 Cr E eo) Jk HE «p H: Til 


(U, e), Ха?) Є, b= D дл (QS 9-9. tte 


ga. air 


PUMA 
drng Godr, pCU, 有 8975 3 ссе, R), 

(2) 0 ЯМ ERT, s) 型 с°з р> рМ. 上 的 任何 e 协 
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ЖЕЛИШ We И, CHE ISI ES Ху, XS OF, 
W,; Xi, XAM J.B C^ ERR. 

证 明 (1) 6:100)" С ARS Bi e= IERICU, e), 
(r EZ, x i—m (ri (OTi 07 Ж e FE fj (U, 
9), (iz!) £22,057 dr ect, R), 

(2) CÓ ERI Gg), (25109, (p U H 

0, Wai Xu, X3 


"y 


| < iced д **. E 9 EE ; ; 
一 > 95$ E OG e Г; odri e GO dada 
i c z | 


Н 
m E 
ET 
( > , Cg, dx А ‚> ©, dat. 
koci k, ~l 


E n 
> а‘ 2 m > als 3. 
i=l дуз? 7 B ! 
тъ 
= kpek 1 t 
== > Brie, ес, a „а, 


REPE | 
Ded ni 


HI RICDAB, Qi r с, ‚зе, Ce, a, c, AVEC, R), dk 
ВСИ, W,; X, X.,)2 M 上 的 C^ [Ew ` 
(<—) 对 任何 PEM, WO, p), (2) £2, E рс. ik 


. i » 3 а I 

=- У e(as (js dat : Эк? U A8. 527, к)... 

x Rdr dri, 
ЖІН 25351 M C^ 协 变 切 回 量 场 下 Wa RICT ji 


рл - ' 2 . 
THR Xoe, Xo Р W | = dz, Xr pyri l, i, n, 


23443 5 


Joh V RU hi E. ТЕ V da, 


Pi =de, ndeis 22 9 


Зэ ТУЗӨТ 
(Уо, Wi Жу, е, X) 
ж: C7 RAAR, BEC 可知 站 为 地 上 的 人 7， 5) 型 C^ ЖЫЮ, -Е 
EXI M, @)2 n HE C^ OE, CT MD 2 M E C? [8] 
dg И ЖИП E hi Yr | 
s 个 : 
ОР) S XOT(TM)-C7(M, R) 
X: Ma ТЕЙ, И! 
Ху X, p fX +g Ya Xune XQ | 
SPA Xs X... 4-0(СХ Хул, Xu 
4, X0, f, g€C7 (M, B), X, Y; CO" (T MD), 
Pl,e,8, 
HIRO 25 (0, 52 70805 C” 场 张 量 ， 
为 了 证 明 Ce 张 量 场 和 C” Huk Ste р X FAE, 我 
TAHE FTRS RE. 
引 理 1 jk X,Y,CC"(TM),i—1,--,5,0 39(0, DH Oih 
KE. WREE U H, X Ys i=1,---,s, 则 在 U 中 有 
0(X,,-, EY OY Y,). 
证 明 WREAU, X 0, MEU hav 8X, X.) =0. 
束 实 上 ,对 任何 ge U, FEM 18 C” ESTE f, BRE FO =0 RE Р мо = 
1. WEM F, X, -fX i, Am 0(X,,-.-, X)0ly-9f X, Xs 
XOls-f090X,,:, Xd lan 0.0(X,,-..., X. y| |=0. 
ARTE U H, X, CY. Xi- Yi := 0, FOC, Xu XL 
—0(Yi, Xs, XO (X —Y,, Xs,-, X.) =0, В 
(X4, X3,*, X.) =0(Y,, Xa +, Х,). 
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Ta] PR, 0(X,, X5,-5, X.) -0(Y,, X1, X2) 
SY, Ya, Хз, X.) (У, У, Р). 0i 
定理 JOK kip= Кас) W (Z, уйруп ОС” б Ю.Ш. 
Wa) —7 (0, 3) 型 C7 张 量 场 8 可 以 视 作 (0, 07M C7 ЬЕ. IZ 
c4 (0,в)Җ С" IER 9 JA, n3 (EM „їй, 508 C 张 县 场 . 
证 明 {1) iko 29 (0, 52 LC н), 
= 个 
BTM xo X P, M- >R 
НЕЕ ВИ Ж, H E FR 4, 
s 个 
TD HCN, R), (X, s X.) 
$€X,, XD ВОХ, X0 o= Xs e X 2 ЖЕ PER RJ, 
4x 8 ЗРЕО, s) C^ psk i. 
(2) Mi Ж AUR 
s^ 
6C UM) ОРМ) >C”(M, R) 
0, 278 C7 Hu t, LET pe M, HH 0 VESEIR T Tr ER PE ERE 
s + 
B Opi ToM x INP M->R dn FL ess e €T, M, IDR XS nn 
X,CC7(T M),f& X,| e, cn, Х„|р=е„, 4 00е, +з, её.) = 
9CX,, Xa) 1 如果 能 证 明 这 个 定义 与 上 述 的 天),…*， X, бй 
ЖОЖ, W 0, 是 定义 确切 的 , 且 明 显 为 偏 线性 函数 ， 从 而 它 右 3 点 处 
Bü (0, s) WIE b. 


ЕХ, [2-0,4 р JS PRU ES IRQU p), (ар, Xo Taf A 


ра М Е C^ 106019 Y. nO MUR. BRE p HFR 
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i 


城下 CA Yisa f e í 1, 


ens WEE VIR = 
>v, H 
ӨХ, xot 31er. Xa, xj 
| > DOY i Xs X.) lo 


OM a OC, Xa rs, X.) | | =0. 
i=] 


如 果 Yi УСТ), Filo ess Yels es WCX: — 
Y))|,—0, 
PEX Xs, X Olp BFE Xs Xp |p 
= Xs 0, В 
0(X,, Xo, X [e= (5, Xs, X) dos 
WI, X Xo, X) ӨР, У, ХӘ 50, Ys, Хә, 
X jp 一 … 一 和 Ps) 这 就 证 明了 0, 的 定义 与 Xes X, 
最 后 ,讨论 M. LAICO, AE ОТЕ Cr BEST J: M — M, 下 
cg Jg f*0 的 一 些 性 质 . 
定理 6 (M, $02) ni HE CT OE, fiM O M, 2) CT Bh 
Ifs f. it, Mo Tu) М, A f ТАЙ ЖЕ Jacobi ШЕ. AREE б 
NV ENT 一 
-FOX n 5, Xo) 
1O fao X i, fap As) BER T Ms, X,CT,M 
XE 3C HO CM. fr: СОТ Moo GSP TM, O £20 为 线性 映 
MH 
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7200.600.) :- £20,090] G, 0 C GO "T c М», ESOT „М. 
СУР, SR QU, v), GT RIC, ф), WORDA p FOOD 
的 局 部 坐标 系 , 则 


n 


1 Ja . i 
fagi S12 D | dz, J=], t, Res 
i=l T 
TN s P) s. Ə(z'ef) pi 
fidy m gD jas 
n; g(g" р) Әу) 
f fan: РЕА - Hi 
f: y Әх? da^ NT dr 
ч Co 有 | 
fi6— ( T 
зво Н " N 
| Bis OD dr Ge Gode, 
ita 


(fg. УХ 200720] 用 | ә e fO) 


i : | 
КТЕР РЫП gz" ер? DZ | ptp) 


证 明 从 


Pa ap 1.8 S gG. D| а 
ху = |= dy: = dy 39. 
fidy (2) dy (25) dy (> EFL NE 
-= SIGN. 8i 0 用 
i=l DT pn eu xD 


得 到 Лар yD а, 二 此 ,有 


0-74 > ЖОЛГО 
' Асе» а=1 


= Nl 6240 4) Ian) 
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1l 
=>] 
Кы 
v 
a 
— 
— 
"а 
— 
— 
TE 
~ 
i] 
н 
此 
м 
; L 
3 
кү 
= 
м 


: NU "uso f^ | 
©--®( » PM a) 
T TEE 


Far om 
ca 


Е 
M 


ч ( » 90р) 


ах" 


amdal pP 


SOT DIS ај) jare Gets + 
е > - 


ga 4 
定理 7 ШОМ, Z) A ni HE CT WE, fiM, >M Z) On I 
M. 929 М. Ef s Bp C7 协 变 张 量 场 , W] f*0 29 M. El s r С” 
BOE HS ҖОР (/*0)»5 P1050. 
证 明 由 定理 6, 在 局 部 坐标 系 (0, p) (2 RO VO, Un), 


ге- У) ( >; 3. of); 


a P ETT 
da. oda: 
因为 Bise Ж y, Uy": Hy CBE, i y X E, t aupkm ut. 
LH PIERIT “ДИГИ А a 
& D GEU à, gof H a, a" 的 Cn 函数 ， 
devudas А : 


这 就 证 明了 F*0 为 M, ERS s Br О” 协 变 张 最 场 . 
` PE? ня сж $3 Йб. 

利用 定义 8, 定理 S(4) RUE 5:36 $ 2 定义 4 83 定理 4 JEJE. 
BAUM (f, PRIE D RENE EEREER 7 推广 为 

定理 8 iké, é 3407 BL A, OE, OE 5 LOG C СО, в) 
W С SEHE, С}, Pii Es 为 0* Jae COS Er), 0 2 Ë, s 
Er Ct Sek Е, M| =o 2 5, йч s E О” Bec NER, JE E: 
q*0, = (25 "ras І 
* 148 = 


` 


52 外 微分 形式 和 外 微分 

这 一 节 将 研究 反 称 协 变 张 晤 , 外 微分 形式 ,外 微分 运算 并 介绍 
de Rham €M. 

定义 1 RVD n AERA OEO TP， 如 果 对 任何 了 ,SV 
G —1, 5) RC s 8) 的 任何 置换 满足: 

OKs S X) = C- D'o(X,,..., Xa), 

Ke Care S Da Шо 为 s 阶 反 称 协 变 张 量 
Жз. УНК Е ЛУУ, МАЕ 
QV 的 一 个 子 向 量 空间 . 

引 理 1 o ER <=> 对 (1,…,s) EB EE — W 3 x, 
i De 


WESS (=) Ói p mi 


"ete; LIU. ) 
=(— Dter,, e) 
=(— LO; ig 


(<) (д.0). 7", Zu) 


n | E! 
E ча V. (y TET 
-»( >, 8.0) €i)? Us > агау £i) 


on ep f 773i 


ann! tagat 
^ n n 
топу га? 
а “人 C; " 
Кубла” 
n 
= í — т ТО: $ 
= ( -1) > 8.0) йуу Os, 
5.an xu ct 


= Al аннар, 


ismiga l 


* 149 >» 


:————— J——— 


= с» > айе, cy 57 ajes, ) 
= (—1)'o(X,,--., X,). + 

+1 0 阶 和 1 阶 协 变 张 量 视 作 反 称 的 . 

H x 1 iL Bn "p, 如 果 GCA'V*, Н. Xie X; 中 有 两 个 
MH, ИШ a (X, tt X;) "o. 由 此 还 可 得 到 ， mE OPRITE F" rh d PN 
43855, EU Goa, 770, 

d за +1, од“, Пр Ëi tts Ei, EE 2 8 DE EE ñz 
Wii 0, М o—0, F ЛИ = (0). 

定义 2 设 9 外 , 喘 射 ( 协 变 张 量 的 反 称 化 ) 

A; GOU'UV-—ASV*, | 

Ёй—›А(@) 
A OG, X) УС DOs ++, Xe), 
Жр КАЕШ (1, s) BEER л. 显然 ,这 个 公式 等 价 于 
1 Az . 
(А003)... 7 5 (—1) Ө; ау T$ сву? 
易 见 A(GDEQMY, 因为 


Оо ОЬ Xi) SED OD р Хы) 


1; ire | 
=(—1)” зү 2ш (—4⁄°"Ü(X ay", XL) 


—-(-IYAQODCX;, X, 
#К A(O)C AV, 
定理 1 (1) А HRI 
(2) ӨЄєдҮ* dA = 0; 
+ 150 - 


(з) FOER, MACAC) >- 400) 
ШЕН (1) 从 4 的 定义 立即 可 知 ， 
(2) (<=) = A(CD EATV*, 

(=>) 设 SCA'V*, Д] 


ACOCX;, Bb" X.) SEID Xa» "tts Хы) 


= 51 13%- D^8X,,-, X,) SG Ka е], X), 


5400) = 9. 

(3) ШЖ X, 2, А(В)ЄД ТУ *, ERC), ACA) -- AQ0),. + 

ЖУЗ баєлу*, BCA'V*, RTE X Sk ER ORRA 
Grassmann 积 或 模 积 》 

А: ATV* x AVE Thy 


(a, Pan = (ts)! (ass 8), 


ris? 


a 


(&ABY (X, Xo) СЕДЕ 


ttt. X.) 


EMO (a DP) (Хау, X ese) 


nis! 
== 3i s 之 (一 Dat X «o», Ttg Kaw BCX c. s... X o9). 


M r—s-—lih, 
(«A B) СХ, X.) - «(X )BCXO -aCX) B(X ). 
定理 2 (1) aAA, +62) — «A B; - a Bs, 
(z, a) AB e AB a; AB, 双 线 性 
&ACAB) = (Аш) AB A (GAB), AER; 
(2) &AB = (—1)'*BAa, aCA'V*, BECA, | 
• 153 • 


VEDI rs =1 HH АЛА = – Вла, жда=0; 


risié 
a A Ver, ВЕДУ", рел", 结合 律 
ШЖ, «ABAy 与 作 外 积 的 次 序 无 闫 ， 再 一 般 地 ou Ane AG. 与 
IRAY EK, B. 


алла а UE ET E aD a). 
т! т! 


征明 (1) BARESE. 
(2) WABA a es X...) = 1 SONAX ауу Xr. 


ris! 


BOX uin, ttt X, teas) 一 SIIA SES tta X, +). 


T!s! 


«CX us, ttt, X.) ср (— D'AX is tn X oa. 


«(ОХ ioa, ts Хе} =(— 1)'*( Вла) (х,, MAE Х,..), 
其 中 
T 


4 —————ÀMÀMÓÀ—— U Ц 
(1, s r-5) o (яб), n Gb) S (G1), 55, 


a(rd-5),2(1), Tr)). 
D 设 G 为 (1 s rb EDIBBUS ERU ФЕ, H 为 保持 
r+s+l e,r +s+i 不 动 的 置换 的 全 体 , 则 


— 1 NN E! 
(GA B)AYCX;, ts X07 nr 21 D (RA B) 


. . | 1 
CUu YOL ae sms ur Y 
А 1 И Me 
CD rer D&D A uua nth Xie) ВОХ, Gen, n 
` РЕН ` 
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1 . 
x ) y jy X, 一 D 
жовт). y sop(írtsctlis » PIT" (rd srtstt1— 


` 2j (—1)?"a(X Loo» ttt, X 2) BOX Lets, с, Pom 


тсрс 


І 


"VOX yere Хово) = TFs) 1718124 


Si(rts+t)! 


AZ SES уу) Ху, --- , Хыны) = (rs la CG@B00 СХ, 


tg Х,. "P 


履 CAD Ay S LES DT ptas piov), 


rlsit! 
DET 
алел) ХЕ RIA (а®В@у), 
于 是 ADAP =аЛОВлу). Е 


ЖЕЗ 设 V a 纵向 量 空门 ， iei [i ni, n) 为 了 的 一 个 基 ， 
{е Li 5-1, 5-5, n) ОН, IU o деде" Led eiua) 
3 APV* 的 一 个 基 , 因而 A*Y* 2 C5, 维 向 量 空间 ， 

ШЕН ikot V CRF, Шо > Direi e CO 


TRIPLE 


由 定理 1(2) 和 定理 2(3) 以 及 加 的 反 称 性 ， 


Q= A(o) = > pe AR Get o 


人 


> O5, 4,8 A Де 


birta=1 


эт, 


. ж > | Orpi E Алеі. 
Igit ditn 


ene 


rr тын зл. исе . -. лга . 


于 是 {енде де IIi < Ln) EE MEER IR] д", 
另 一 方面 ， 如 果 > Anene Aeae =0, Д Jo 
їс, . 
<j, М 
=í У] Aene AAEN) Gsm es,) 
lE cem; 


=s! D] Ara 40969: 06е?) (ез, nn 0) 


lg ií sasi н 


= > Aa D) (— D'CGHIIO- Hes) (eras 
рр л 
"t Ej) 


= > Ач, COO Ge) (еу, tg ej) = Ара, 


Wi. (eA Aes] Leti ecc ec) ER MERC, 

综合 上 述 可 知 , (eA Aen [151 En) NRIATC)Rg— 
个 基 . 

例 1 ЕУ) асо) 锥 向 量 空间 ,ie;|i 二 3， 由 为 FF 的 一 
个 大, fe isl, n) APER REB AE, a= e! Ae* Fe? Ae, ЩЩ ало 
(е! де? -H еле?) A Ce! Ae? i eh Aet) = Зе! Aet A e* A 032-0. 

定义 4 RAV = AVDA O- DAV, RHOD ж 
A, i 8571; e' 2 二 1 pje Aen, Si Ea бере! A Ae HE 
RTAV* 的 一 个 大 ，AF* 是 由 1 和 和 正成 的 如 十 Cs 十 
二 (1 十 D"=2* ра RAUM. IX elk A 可 线性 开拓 到 

Е. MÆR Л ТАРЕ ЛОД ESMI. RAHE ЙО, 
на JT nius: A 形成 一 环 , 从 而 AV* 是 一 个 具有 单位 元 1 的 
фе, Жылу Grassmann 代数 或 外 化 数 . 

例 2 imle.i —1,-. a HE i=l, e, п} Дл HEISE 
НАЕ, ie']i—1,-.)2806;] 9 — Ln DIETE AE, (07161, 


* 154 + 
Н 


“o APA {E i= 1, 55, n) Н 6, 0 
елле? States 3 ALS dhe :) 


iul 


= PD DODY? edi enehet 


ls q sasan d sm a 


di TP di: | 

= >) e А Т je Ac Ael, 
1« ie етн! j : 
di: Ue diti 


ал + HE 
由 张 量 的 分 量变 换 公 式 和 6 的 反 称 性 得 到 
[o PL s e$ 09s, 


бае фа 

= —1)*ей 770 e 
1xi pu ‹ ” сю Peta 

| lej: ... cei 


Jedueendye 


或 者 从 
>, Opal i A= a= SI oppe Ac Nets 
ЛЕ РЕЧ lg f í<. =n : 


i LEE I i 
[еў ch 


= 9, А > DP ... BhA e Дө?» 
ГЕЧЕ IgA ss j R 
L а 1 E ej era сй | 


5 > | - 
一 НЕ ... T" ©, ён Де», Bs 
Ix ín red. sh £ s. ek 
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p nr PAHARE AM eh оь o A E M— —M——— 


ej c cj 
dx 3, = У) K СЛЕ 

定理 4 jz V, 2 w, рд |], $1, 2. HrfETENE Spo: 
V,—V, 诱导 出 外 形式 之 问 的 映射 

ab. АТАТ, ometto 

(но) (ХК, e X.) oG Xii afl X, Xi, 7 Х.У, 
ji 

(1) a ocA'VI 

(2) (Ао поз) c Af *co,d- pof Ecos, 

Qi, GSC AIV 2,2, uC R; 

(3) A*A -af*aat EAV, ЕЛ; 

(4) Belli —L V n) У, [@ Ж, eli l, 中 为 其 对 
1835, (9,1 J— 1, n r Д Р RIE р 1,555, п} 为 其 对 侦 基 ， 
«ќе, = Slam. у 7 m= Mie, 月 对 a= SE E 

TI = TIED 
m'A. AT. 有 
qub adi 
ad u= >' | > [e ET 
тавба. ded ees den. | s | 
е A eee A efr, 
证 明 (1) H š 15g X6, occ) "V, TP 
Caf FO CX o, X d) =a Gef X o, tm, X Lus 
SODOK n af X) = (Dto +, X, 
本 шод. 

(2) FUNIS 15g. 6 FABE a О] 

(3) ой COAT) СХ, е, X...) mo Ag Gs Х|, +, LA pra) 
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frs)! 
ris! 
=s)! 1 


(r- | 
=r Gpo Do X Los о a X uu) 


ACEM (af X, XL 


'! nC X ul D$ ttt, aX свз) 


(r s»! 1 * 
Uu usi BC Deoa Xu) 


Tis! 
BE 
teg NEX ius, Us X ua o) 


- fr 5)1 Ty x E rS 
Е risio — rd тт 1) uf coa *n X out Хсрв? 


=- 17.8 22 AC * og) ax "тру (X, Ку) 


= oN *(Х,, "tt. X ranla 
sf (о Л) : ако A a n. 


pcd 


(O IB E TERI 3 (4), ar y-TMbe, T E, B (4838: 


roa > av А 


tud а 
和 


= 2 ay nA леп” 


一 У! Dj 5 Doper” 


teet Ii ex E, 
"A eA. "Aet 
А Idi M dir) 


ET E E E ue 


+ 157. 


eA Aer, jt 
KUF 8 Dg $7 PIREA E XR NG... 三 


lgi <i kn 


ej + es 
Oa, u[zg x5 F; O |ñ] RAAE-- (E, M, z,GLOon, R), 
ei бе б 


R^, 8} 相 联系 的 Mr Cr 外 形式 从 /°&* = {/°Е*= |] л, M, 


rc 
m, GLOSS, R), R^, 82), 它 是 与 € 相 联系 的 (0, s)? C" DE UM 
ME fi ЛА 
EXS x NES 为 与 ML £ RD Rg a Pr C” ЮА 
JA,UC M, "n" 


о; П АЕ = U ASET, zo 


ICM 


XjU LOSKER, U 称 为 这 外 形式 的 定义 域 ， 如果 名 为 0? 
GEH) RTE ШКЕ U 上 的 s 阶 GC"( 连 续 ) 外 形式 ; UR UCM 
‚ DHR, Сеет) йй о 39 U 上 的 s 阶 C* 外 微分 形式 ,其 
іа Д) ОРЛЕ |„), 

щ 5—0 Bf o 07 Li C* 函数; 当 s 二 1 时 , o 也 称 为 上 的 

€! Pfaff 形式 ; 当 snb. o0, ЕС 
F Ei 4Ё {П Ж E tš a ЖЕССИ, D) 的 切 从 二 = (ТМ = 
UZM, М, л, GL(,R), Е", 8) 相 联系 的 S 阶 C" 外 形式 从 


PÈN 


AE (тем |] ATIM, M, n GLO R) R's, 89, 它 是 


БЕЛАН СО, з) С" SEBEJABS E Td АА, ER ANTIM Dp 
ri kb ЖР Big] ToM BJ s Pt FE NJ Е, oCATTSM 称 为 p 点 
-处 的 3 险 外 形式 ， 

+158, 


ЧЛ, Pals (s' E , (0, Pals ig€28, U, YU >< Eg. Е ЖЕ 
а дт! 9€. 1 2 СГА 2y. 


[ey | jov 247 or d c 
Dodlt'. s. н : |i 2 : 


=| +.. Р 


= Í an i i 
TE ЕЕЕ 
Nr 6 e ani ars... or | da" 
ey Vg 24" } a" | Эт! ds 
WK jij, 一 alai, eux u; ` 


. = PAD d 
Íl aan j Aya? 
рл 2(y » ) 


Ji A. dec ^1 gs у?) S AL.. А 
dii Ady | TT) Ac Adr", 


TED s--n Е, H 


dy Ns Nan = EH da e NE, 


- - | 
w= > Qua sz Ае Лаб 
w 


1545-9 44 gT 
一 >! à; .., dy Ac АФУ? 
上 . 
记忆 上 的 = СРМ ЈЕ ИО Aog COT), ҖЕ 
3X; C^(AT*U) =C {APU DO Ат) DBO САТ), ai 
оО" (AT*U), Wit: K3 EAS ERR QU. m, (7) P, 


` ел i 
Ge) Sedi 1 D) ongko Adr ee 
m a 


i 


Lazy si sa 


+ >` о; ai dx Ac Md 


TENTE 
+o dr ЛАХ", 
其 中 coa ©з, ttis on EC (ЧЛ, R), 
定义 6 RM, D) у nik OHE, RDE L А 
d, САТУМ) 9C^ (A T* M) о »d,o, fS] i do, 
- 159 = 


和 如果 5-0, fEC"T(A* T* M) :.C^(M,RD), XE€C(T* М), 4f( X) 
= X f; 
li. 5221, o£ C^ (A^T* M), X ECT M), im 1,51, 2 


w 


de XV XV) » (—0D*'XioC(X,, Ө, Хз, X, Xip 


i-i 


Uc X...) = > ( —1)90(0X,X,], Xi, Xei XX, 


PET 
Ху, Xares Ху). BER LEX dT E IRE UR 
PEU TESI CI (AT* MY »CTCAT^ M), BF Bo 2 可 知 ，& 的 
定义 是 合理 的 . 
引 理 2 Ju fCC^(A"T* M) -C"(M,R),o€C7 (тем), 
5221, W| df CC" (A T* M), d oC C" CA? P* M). 
证 明 2 
éf(p X, pX) = (p, X, 1 фьХ,) = Фф.-Х. dob Х„] 
=p df (Xd фарх, ) vs PEC, R), 
X,, X,€C7(T* M), 
A df М CASO, С", H S LE, єс” (дт м). 
如 果 oCCTCATT* М), s>1,do 关于 加 尘 的 偏 线 性 是 明显 的 ， 
为 了 证 明 do 是 反 称 的 ,只 须 验 证 
到 (是 一 (和 
. Xa). 
HA 
бХз, Xi Хан, Xan = D (70D"Xo(X,, e 


了 十 了 一定 
x, Xn ttg Х,, "ttg Xa) tCOC-D'" Ao(X;, t... Х,, Жїз, ud 
X,QDTC-DU* Xio(X;, ee, X3, Xn» y Xu) 


T PIOC-DU'Xe(GG, n, X,, Us Xu Xii ta Xu) 


Pg 


7 160 * 


十 >] Ei Hol Xa Хх], Xu X, Xi Xs, 


тазе 


X57 Xs) 21OC D" "e( Xo Ху], Xi Xn 


El 


Xia, en, +, X.) 5 C—1) "ot(LX,, X,], Xi Ut. 


алыу 


X, Хө, Х,, Ху) tOC- D'*'*! otc X, X], 


Xs Xu nnes XH >] (SD AEX Xi]. 


$i +17 
X, X64 X, Ха, E42, X...) OM S P 
. mm 


"oX; Xini Xis mu Хе, Xy Хуу, Xa) 


Б M (—1)' "e(LX,, X,], Xn Ki Ñn Xirs "tts 
icd 


Х..1)- >] (SDE aX, ХлХ, өе, Х,, ОРТА 


т}! 
Х.Х, Ху) 
PI MRR EX X, A Х|, 交换 ,明显 地 , 它 等 于 
—do(X,,, Xi Xii Xu) 
由 反 称 性 , 剩 下 的 仅 须 证 明 
dolf Xi, X, X... )- ХОС, Xs, t, Xari) 


а +1 


AGC X fX, е, Х;, S, Xu) 
t =Z 


dil 


十 之 ， C- Dec f X,, X], X,, Хе; X, Uy Xu) 
0 22 


十 > (—1)'*e([ X;, X], 24 Ut, X, IUS US Xu) 


Ixd cj 


^ 161 = 


dp 


3 HI 


=fio(X,, с» Xa) + Уст, рох, ttg X, 
i-a 


+1 


“X. DD io -OXQDX;, É, х, ey X, ttg 
i-a 


X, —fdo( Xi, Xy). 
T, go WO t DAL C НКЕ, q $ 1 定理 5， 它 起 (0,3 1) 
AU C" 张 量 场 , 因而 docc"cA t М). + 

EES ЈСО" (АТМ) оссе АТМ), s31, {E БУШ ЧЁ 
ERG, p), (e p, 


"PN 


二 афі ; 
ESL gr, 
is 1 


do = У! бом au Ada Де Ade 


1 


7 
У! >? 8(o op Dai Ave 5a 
1 Ate Айх Are pdr u 


lai pe Pa i=l . 
证 明 {EM PEU, p у: U CU, EIE M. 上 在 On 
AW Xo X| = ER i ， 于 是 LTE U, rB, 


_2 ү ay ta 2 p fep) 
atro х,у 0v 


йы) = УУЧ Че. 


PE SR. fE U 中 ， T 0, 得 到 


" 62 


^ 


2 


T 


s do; a, Adz UAN м" „е EU AE 


X dg 


= D Edo а-а" 


=i а 


- 2 тез а 
Jaget *#Әу*миая+т 


i Ай f TI 9 
= doas dr ® n е (Fa 


LES 3 
* 2а 
d 


А | , -可 
cem 的 куйа UU ага ts 


x UO "3s H a)" CT 1)***do,,. * avv "Oe" 


cn 9 д 3 
的 ( E +++ 


Зх дхн" ? Arhs 


-5e pia SC ean p) 
f=1 dg t 


8-1 
= өэ 9 (2..0 д 
=> ( D зн o дук * gate aes) 


PS A 3^. д. e 


grt gati Эте Cortes 


sod 
= >; (—1)'' IX. (X, "ө, Хь» Хь.) 


让 一 上 


+ 510-10) (Хх, X], Xx, p. en tg ЖҮ, Ug,» 


SO 


X.) = do(X,, Ut r Хь. ) = do( a gr^! Uh n 1 
Буаз 


re 


AH odo УЛ dosa Ade Ao Ad dk 


+2 从 定理 5 证 好 可 看 出 , mE db OS P, 可 以 直 搂 
Hl A DEBERET ЦЕНА do X 

定理 6 жаие BAL FEJA: 

(1) d(o— n) бо Zn, 
d(Ao)-—Ado, c, пСО АТМ), ACR'; 

(2) d(oAn) = болу C-1)oAdn, осо" САТА), 
9€C7 (/T* M); 

(3) d'io—d(dco) —0, | oC" CA? T* M. 

(4) 如 此 Ср, ttry COR ES C" Pfaff 形式 ， phj 


， | 
Созо) = УС 1/7! o, A Ades Ai Nos, 


Жел, (gf Acne Ad ÉL): «90. 
WEBB (1) ho S 6 or HIE, | 
(2)》 由 定理 5 和 (1), EARRA, g), (ар HAEA 
| e= fdri A Ada, no gda” Ac Ada: 
T EBD T, | 
r=s=0, AFAD 400 = ees Dag 


Ed 


xb D qz: | fs P 24а 
| =f Ag C- Df Adg. 
一 般 情形 ， 
diwn) —d(fgdz* A--- Ada Ааа А Аба) 
< 164 * 


=d i fg Adan A hdrir Aden АЛИ 

= (рр fdg) Adr бе Adz'rAdz^h Aee Adr 

don + (— D'oAdg. I 
(3) s=0,o= JEC” (A"T* M). 


er». Jas у» D p yu 


LER 


-D57 "dee 2 аула 


V d- Jaja 
— 52 (feo) Pp ye Ada! —0. 
ic 4 caida WI 


$21, p o= fdir" Ae Adz 情形 ， 因 为 
шш sd fAdxz^A-cAdzx's, 


M PD dat дак д лае) 


i-l 


= > s P D вазах Ааа" nA Adai 


x ETE 
D» CI UNE 
> Or gz? 9121941 da^AdzfAdz'A 

Adzi:—0 | 


(4) 用 (2) 和 归纳 法 . + 

X387 HOM: 6,0) w, HE CT EE, $—1,2, f: М-М 
О" ШЫ, e, oy EC ATMA, nEO (NTT* M), 26 
C"(AUT* M,) 2 0C" (Me, E), 0 

(D f*a€C"(A'T*M,); 


” 165" 


m ————————— 


(2) Ро Боз) = fto [озу 
(3) РСА) = (А> е) f*os 
(4) f* CoA) = Рол; 


(5) r( > ССА. 
ЕК ЫЕ Ры } 


= У! бооз. o 97 sf. "әйте Pun A Adris, 


Jlri, Vai) 


laimeni =n, 
1 


特别 地 , /* (4) = > "Das (ISTA HO) n ° neo nM, 
[* Cy A Ma) = (1° puris 5D da Ass Ada", 
(в) d(f*o) = бо), RI d 5 f* 可 交换 . - 
证 明 (D Hi Siem, fo 为 > 阶 Ce ЖЕЕ, ЖН 
理 4(1) 可 知 f*o 是 反 称 的 ,页 f*oCO"(ArT* М). 
(2), (3)，(4) 由 定理 4 (2) 48 8], 


(5) 由 (2), (3), (4), f* y) 一 ID SD dii 和 定理 4(4)， 


f* > озар?) 
baj ее фонд | 


iyo +++ Jta А А 
— M DEM f. T f) ахл e Adz", 


F ate 
ES xj Ке а(х", 1 PE 


(6) UEQU, o), (x1) Жу 9E М, 的 局 i 部 坐标 系 ， (И, 0), ü Жу 
FEM: 的 局 部 坐标 系 ， 有 显然 ， 


f' dg) = 33905 D qus аур асу"), 


i=l 


Flogs) = =p (E latda T Аир ay") 


a-l 


* 166? 


Hay) BU gz 


之 ， ay" ax? 
_ У Casma P) ре d(f*o; БЕ) ). 
А Zaf n 
e-i 


再 根据 定理 6, 
f* (da) -( >` | do, s Mis v Nd) 


lg Me 


= M Јо ON (дуул +, Af* (ly) 


laji Xo ЕР 


= У] do," DAE Sf) A Ad Gn D 


J& jf een. 
sd D Cre DM Gh DA Gn D 
—ü(f*o). + 
注 3 可 以 用 定理 5 的 结论 作为 外 微分 Ж V НН, Ж 
后 验证 定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 基 ( 用 坐标 观点 定 多 D, BRE 
出 和 应 的 定理 6,7 等 (参阅 [ 徐 森 林 , 247—249 页 题 14]). 
最 后 , 我 们 引进 六 形式 , 伦 当 微分 形式 ，de Rham EDGWHE, 
并 叙述 Carian-de Rham 定理 张 结束 这 一 节 .. 
ЖАТ БОМ, Ø) аяс" 06, ocCCTUQ(A'TUMDO. A 
do = 0, ШАК co 28 BTE zo; AUR EE SEC" CATC T* MO E o= dn, MI 
称 o 为 恰当 微分 形式 或 全 微分 , 
定理 8 di oE NT AO AERAR, WI o AFER, 
但 反之 不 成 立 . 
证 明 WE о=41, ECAN UTM), ШЕ З 6(3), do=didn) 
=0, Ri o WAER. 
例 3( 反 例 ) Æ M-—R*—1((0,0)) Ext x C Pfaff 形式 
a 1675 


r 


Qo 78g m * 
Qoi Ty dx! ti y t. 
2 oy! y: 2 — 2r? 
In 5k лд E ЕУ 2} F ти — E оуу: d 
AER, do ESAE duda (z2 | yy xAdg 


ztegyt | g а? dd. du :0 
-| yii | (| rAdy , 


ik @ WHER. IL ES MI DESEE TS P o 为 恰当 第 
5 ES, Ш o. dn, JECT М), 00 


^ 9m 25 
Í. а= [- dn. | 5,40 - ДОЛ =з] (2a)— (0) =0, 
QU JC 4 Ü Ú 


` 


[d -- # ul E a zx  — sin ing 
E ° Prom y © 2р9 |, TERI sinô) 


HEN LA cos ТЕ р "40 = 273520 
" АЕ 


сов? p sin 0 
ATP, 共 中 С gii Л К АЫ. 
XX 8 n C WWE СМ, 27) LA as О” 外 微分 形式 的 全 
22 4- Jn В AR E — 2E O^ CATT* М), 而 外 微分 运算 4 定 交 了 一 个 
Ini s I 


d; CTOVT" M) »C7 CA T* M), 8EZ, 
"eU £RMES EM) d;CTCATT M)- 2C" CAT* M), dE rp CT (A'T* M) 
— (0), s€Z— (0,1, e, ndn C^CAT* M) — 7T 40. HM 
A85 s Et C^ 闲 外 微分 形式 启 成 的 加 群 为 
ZUM) = (9€ C7 (*T* M) | do 0) -= Kernal d, 
iis 阶 C^ $5 35 BEIDE PR K MJ Jn BE у 
ВАМ) = (оС (AT* М) | o dm, € O7 (A T* M)) 
—Image d;i 
Pi d*—0, ik B2(M) СЯ5(М). 称 商 群 - 
+ 168 + 


HiàOM)--ZA4CMD)/ BS CM) 
М LHA sA de Rham LEGAR НСМ) оК ЗИ 
C7 闭 外 微分 形式 的 同调 类 , o Boa AE IO Le]. i ER, 

Га] = Ez] «e; о Td nEO (I? TEM). 

ш Ж {ТЖ Bau BR CS — 4 jk S GE. Cartan ЕЩ, 并 和 在 
1931 年 由 de Rham ZA i Н p ЖОЖ y ag PBB CA B] Warner, 
F. W.D). 

5238 9 (Cartan-De Rham 定理 ) (М, 22 n HE CTS 
St, Ш M fg de Rham HEIFER 30M) SHSM, КЕН 
M my к ng HM) = АСИ, R), BH 

HLCM) TH CN), вс 


жа НОМУН M 的 微分 构造 07 MRE, Wi Eh M 

KRINGE, AREE LASTS КЫШ ИТКЕ ЕЛУ T B 

系 ， 从 de Rham 定理 还 可 看 出 ,由 同一 个 拓 厦 流 形 M 的 二 个 不 

间 微 分 构造 D 和 2, 所 决定 的 de Rham 上 间 调 群 吓 同 构 的 , BU 
H5, (MSH у, (М). 


ДИДЕҢ, de Rham 定理 和 计算 M 的 实 奇异 上 同 调 群 得 到 
M 的 de Rham ЕЕ, 但 对 于 一 些 特 殊 例 子 , 我 们 宁可 用 微分 
拓 拆 和 分 入 的 方法 来 计算 de Rham 工 间 调 群 ， 由 此 也 可 得 到 M 
йй Ж ZEE ET WERE, 

定理 10 (М, Z) ун O” 连通 流 形 , 则 HSCM) 幸 R. 

证 明 因为 B2(M) —4 (ОСАМ) d (OD = {0}, 
M| H2(M) -ZS5(M) = ( С" (AT* M) df —0). fuse af --0, Ml 
对 任何 pe M, ТЕ p IR DRE CU, p) (23), (E TRE 


pU) = {= (at, 2")ЄВ"| YIGI 外 


=l 
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оа, S ®®- Jat, 


map Ue o ioi, а. EAR = ЖИН. ncn, 


М, = (рМ | Рр) = fO) 和 ,= {EL ET} 为 开 
f£. рМ, ЯП М XD, ЖМ, 07, 从 而 M = М, В Í| Ü — 6 
fü. rA 
H3OD -ZYOD (fI fM>R Жїн} == R. + 
定理 11(Роіпсагі) i M CR" 为 包含 0 的 时 形状 开 集 : 对 
Ef] а, UA +#х|б 1С M, BH 


mÍ (y УС 9, 
> E 5С -— {0}. 


证 明 4 ==0 HF, Н 10,8 $(M)TR;?Ó s<0 hF, SE PR 
Ж НСМ) =0; 4 s>0 BF, sJ ig ZSM) =B3(M), ik 
HX(M)-—ZLGMI)/BSOM) —0. 
P Ff UBI 250) BW). ЭШЛЕ УШЕЙ 
I ССТ М) ОАР M), ooHG). 


os У] ana dI? A Ada, 


ёсу = >! ураа, da! MESA Mats, 


Іа {= 


LG)- Y > C D^ (f t ona COT ) 


їрп gsl 


gadan А Adr Ae Adris © 
《因为 于 ZE Jo R S, ARSTE), 
WAR, (0) —0, 下 面 可 证 ©=@(1„(о))+1.(4ш). Е, йд 
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A go=0, 就 可 推出 四 Emo HI) dü,(90)).. ER E, 


4, (o))L(do)-s У) (fo 


a 


^ 
Gea CL } 
РА 


` 中 由 она fa -— &-1 da, ur 
eem xs 5 dpa (peres 
. (dt) аа Ada A^ Adis [A Ada 


二 р> »»0 2 


1%. =š =n jsl 


= (туйгун riden A Ada: 


E p > 5 (— 1)“ (f. tr RICO 


Teni= mel 
оба Adz Ae Mat ASA ds 


> 


1 
š (Í i*7 o, i (ta)dt Mah ee Mat 
Izd; ee врн .n Г 


+ 2] э (И "991. за ( dt йад „Айк 
Il Si sm 11-1 
хул Є n 

ia uen Jodi (Foi lr) dt Mah Ae Ms 

= У] eaa Aa Adab. dE 
IXdoceci,m 


定理 12 
ET 


(1) ож C^ 恰当 形式 ; 


X CM, 2) 2 n Bk C^ WE, o 25 M Em co Wim 


<>) 对 M 上 的 任 一 分 段 C iini б, fo осом 
分 形式 积分 的 定义 和 性质 参阅 S 3); 
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«=> (DHM ETAS р, 0, ARGE р, 的 任何 两 条 分 段 
сеж 2,0, o= f o. 

证 明 (1)=(2) Ш osin, nCC^(A"T*M): C" (M, В), 
ОҢ о: [0, T] >M, o (0)=ео(Т) Ж, Wi 

Í o- |, 4» [50349 nte), 0o (12 nt) =0. 
(2)2(3) WO C, A —C; #0, H (2) 
e seso fe е-е 

(3) => (1) ПРИВЕЛ ЖОМ, 证 明 存 
ста рМ X М, 的 一 阅 uS. TE 
B oM, 4 n) =e, KERA АА р BJ ER, 
由 (3) 它 与 选取 的 定向 曲线 无 关 . VEU), (5) 29 q Bo op sed ЯЗ 
mone e7 

cr! 


nlp (x, see n3, z* p] Aat zit, Tt aj nlp ()) 


-—]im 
ГЕИ" Ах! 
[ F i 
p dax 207 _ - А 
— qe ri did | him Фор (zl, x57! et OA, 
一 ^ Ax! Bad d 
atr 


i+ 


zt a n) =e: p (z), ОР Оорт (z), EECCA” 


T* M) -C*CM, В). Мо dn. ` Ж 


BIA 设 MCR" 为 包含 0 的 星 形状 开 集 ，w= Мо M 


上 的 CI 形式 ， 和 如果 名 是 恰当 的 , 则 存在 nEO (A TYM), 使 得 


Dod === фр = >а", da, 21 = 01, 
121° 


6172 = 


TA еи 有 


000) = 9(0) 1 Í Tardin (0) ! Í > zu (tej dt 


. о, 
== n(9) + > | ov) wide, 
. 2-1" 


这 说 明了 除 盖 一 常数 95(0) 外 完全 由 中 确定， 
AX o25 О” BI 1JEX HU do-0, 4 


пбх) (0), Sf iU) aidé, 


其 中 90) 为 任 秆 常数， 因为 0 一 aa 4 оне) -2:2:29- 


-dæi Adri =- € 209, Se si 099; NUM 
anu Әд? Әх а? 


и L 
S=. Xj Әә (2) zat 二 | о, (ва) д; Д 


м P ez! 
— = (13o; š ! 
= 21| 90а) ча dt | оуд 
WATAY ^r + ! 
- > | Sw Ga) ze 4 KA 
| 1 . 1 
=| dos) e| oca 
l rt 1 
一 ioi(tz) | 一 | oaDt | otadi оба), 
dy — S9 ap — Sous - 
#k dn = D gz) = D ote =o. 
ГЕ 1-1 
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nA HAHAE А pns cui mr а. qoos o eL NM a RR RAE ар. om. cam 


此 时 , 2500) =B (M), Ba(M)=0. 
5з ш MCR JE, HOHER p ЄМ, HEER p, q 的 
3E 455 brc По — El Е ЗЕ АО 25 A An. 先 平行 e 轴 , 再 平行 cf 
等) 全 在 型 中 o XM ЕЙ CA ER, Bl do=0, 4 
n (z) = >J eur penaa awd t, ap)dz, 


Hop a 8 MO -ri zc M. D 


2 afi” ， ; 
(| оба, ah ss at) dr ) 


i217? 


— 1 jig 
=Q; (Z Vr, хў, афу, 88) 


% ovi А {ооу 
* eo, pT To 9,75 їй) 3 i 
беја те а T 


— КЕ : Pel 2 
= o (z ‚зә, ГАЛЫ 23) 


"o yi. t i {+1 
十 > \ z dc; 9 a EM Yit ED) ры 
j exi 
Tg 


п 
zr, Ut, г), хі" P +, ap) 十 » [ole ***, zt, zt, Ur, 
`x i—j+l 


1 1-1 i +1 — t ^ 
z))--cmy(x V2, ж, 2) 5,7, 289) ] ejr ) 


. | т 可 п. . 
TO, dn S T dai S oudzi—o, WM, ЙС М) =н) OLD, 
icd LESEN 


ну M) —9, 
AE 10057, 20 S BTE С H, Wil 


80, 1, 
550,1, sEZ. 


Ves 
H3(8)c— 
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显然 只 须 证 HOST) SR. | 

[1294 sz-1 b 7E EE S pt AE 0s JE XA, SE 2208) = 
C* (A T*8)), ILBLCS) - (Af I ТСС” (AT T*8)). #рЖ 0 RRS E 
HERERO IA ME S' 二 的 整体 Co 处 处 非 0 ШЫ 14), 
而 它 的 对 偶 1 形式 四 是 8S' ЕШ (I C" BU Rb Ab dE О 的 工 形式 ， 
ОК 20 TR GR 58 BD СТЕЛЕ Ө R ЖЕЙК О” AR). 但 是 ,对 二 全 
上 上 的 任意 C"1JEXo-—g(8)80, 


ré __ d ge 
(0) =| oDd (s f. «oae 
是 以 25 НН C^ РЕК, Вт 29g S' Eig C^ (REX, B. 
- /li » 
n = g(8)d0 (去 | TOLI 
_ u BU 2n N 
= п (sf, g (0) d 48, 
EAS ий СЗ 13И, Ao z^ | eCO d Га], 


HG) -ZAD [BY ус (40 | E NT ER. 
947 EOM Н°—{(0,0)} 7) R° 的 通常 的 C" ЭКТИ, HH 
R, 8-0,1, 
ПОМ) =) | 
to, 55:0, 1, s£ Z. 
EME, 出 定理 10 Ag JI SOM) = R. 


. 1 /Í -- x N 
л. i( In —— | 1 d - 
Tx EPs M», RI] e "EE 26 ~y dx 


22 py? a 
€Z (M), ЖФ C, SERIE Fund (I), 22 S HH, АР 1.09 


1£—2 Bt C^ 5E Fa Pi 2 0, 有 


N za s, oz dete itn) 


:1?5* 


ыал айлу l Ahah 700 ал 


Vg 
HRH E H 12(2), о Fal: Se i ; pn z dy = 


BSOD, Pik, 192-316], ° ка ТЕТЫ 
(М) = ZL M) ВМ) " Td iy Jd) AER) 
=R. 


Ш o:sa(r, 8) drAdÜCC* (ATT* M), БИЛ C^CAPT* М) 0,1 
AUT OOZIOMDO. Ju Pdr- 人 使 得 


adrAdÜ ows- Per: Qd) 一 (到 22 25 уй А10, 
cr 
ЖЕ? 
la =ü 
at, 
=: 


ko Q= B alr, Ddr, o= a aer Dar jae i r rE(O,, 
cc。 这 就 证 明了 MM —ÉZLCOAOBLOMO), НСМ) = 
Z(H) ВАСМ) 0. Где, УЧ pE R^ B 
(RS 8220,1, 
i0, — s€Z —(0,1). 
$88 Fi pas R°, puq, Pii iHi] 
R, s =Ü, 
Hy(R:- «+ ЕВ, L 
lo, s€Z — (0, 1). 
因为 R'— тр, q) jd. ik НОСЕ? (р,4)) = К. 
X4 В°--р "TIO IEE R’ (р, 4) Ж 


[e1=[ $ o [ao] + $ o Lo], 
(Í эуез) 
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IH (OR? -- p) 


Jih Си бер.) (g ор) т, Су; (z= D (9—2) = T, 


р = (р, Ра), = (g,, qx. t Hox ы АЫ] Вр 
1 -—(g- podr! (x—pody 
27 (x—p)'v66e-pn- 


02 一 


ese lL Lg dad (x gay 
2m (aq) + (3— 92) 


a Ло, 1+ ulo] = [Aoc ног] = 0, WE Ao, Rao, = dn, T AE 


0 = Pan abo jo, -Adu0mA, A B0, JX shuk HH 


Tio] 和 [o] 是 线性 无 关 的 . P E OEIL Н SCRI ipg) 
-RGR. | 


再 证 H3Ə(R: (»94)-0, XJ fg, EE p= (—1,0),q = 
0,0, $ 


U= fap e NR (54), 


у=, p 


i N (R° — (p, 4), 


ЭШ 00У R: {p9}. ре, ру} ЖАМАП, VH SOR E 
分 解 .对 任何 FECR? — (p, д}, R), p fEC" (R? — p, В), Coo) 
~ (q) 20, p, fEC CR? —g, R) (о, (р) —0, IR BIET oc fdrA dy C B 
- CR? p) n oy fdzAdyC BLOR!— Q), ВАТЕ fdzAdy = pofdzAdy + 
DrfdzAdy EBSCR* — (p, 9), НОЕ — (p, 9)) =0, 

注 5 为 计算 HLR- (5,4) = ВФЕ, Ж У 


[208° {2,0) — RR 
(Po Pe) 
n 3, 


= 177. 


rr 


Sh o m dei os (A n), KIm[- ROR, mitt, Н. 
OEB, (R? — (p, 9) S3 R? — (р, q b E — 5 ECT RE ADLER CHE 
` / ` ^ . 
faoc (fo, "d її BSCR- (0) - Ker uli 
P: M oz 

HEM, БУСК dp, 9)) = t- (4) / BS OP — {р,9)) = 
Zi (t — (p, 9})/ Ker non. 


Jf ie, A n LE (р, ps io 2) 


R, un 
НСВ? — (p, pup = PONOR, s. 
Um 
0, sei 10, 1; 


3k8 从 例 8 RAZA HS HM = R!— (0, 0)} 的 de Rham 
上 间 调 群 是 相同 和 的， 从 拓 帮 的 观点 来 看 是 自 然 的 .因为 F: [9,1] 


(X М-М, F(t, z) = (l1—E)r i Ит F(0, ж) = n FO, x)= 


F(t,2) -x(xC8'), fi S^ МАЕ ЛЕШЕ ВИ КЕЖЕ Шр УЕ L. 
阿 阅 拜 是 相同 的 , ВЕН de Rham 定理 , 它们 的 de Rham Eli 
WE py Hl, 

8/9 i: МСК" 为 区 域 ， 且 存在 (xo, go до) ЄМ 使 得 对 任何 
Gr, 4, z) € М, E (xo, Vo, Zo) lo, Y, zo), XE (20, у, Zo HI Cn, 9,20), 
EG, y m) (2,0,2) PERI DTE AR fE Мр, oCCT (ATT* M), W, 
HiOM)-ZE(M)/BSOLD) =O, Bl 

йо = 0c Жу C? 俗 当 微分 形式 ， | 

由 定理 8 只 须 证 明 : doso 39 C^ V GR. 设 

o -—-PdyAdz--QdzAdz-- RázAdg. 
ADR n E dn=a, Seb R С” 1-XX XB dog q CW 
. 178 + 


GT 


58119. НЕ dz Di, 4 m —udx | vdy, Мирон,» DEAR., T M, 
Pdy Adz L Q dz Adz | Rdz АФ c = dn 


o EP aA daas OH a. dp Ww 
S dy Ada + DE ds Mas (55 daAdy, 


ду) 
ЕШ | 
. 2р VO 
WP (1) 
2 总 | (2) 
de cu 
àr 3p ^ (3) 
їП (1) very 2) = 一 | Pee, zd, (4) 
OE иба, 0, om [ QGun dee f(z, D. (5) 


ярус” B) 是 待定 的 , EXE f [locii (3), 为 此 将 (4 (5) 
I A COS 
: /ap 20 af р 
F (所 + 23 y ay R | (6) 


HW 0— qo (Р. EAT алас» SP 122 | 38 . 
PIH 0= do (2 ШЕ Еа Эх ` ду ur RR 


BrEACO) RE 5 


__ „ea f C 2 
RG, 1, 2) — RG, y, zi) =| x 


dz E RG,y.2), 
əf. | 
s= R(T, Y}, 2o), 


flz, p--[ RG, у, 20)dy, (7) 
将 (7) 代 入 (5) 得 到 通过 直接 计算 可 知 ,对 
n uds ону -([ Qy az |! RG р, zodp Yaz 


6179 а 


(рсе, в, в ay, 
就 诺 有 osin. 
注 ? 基于 de Rham К ШИ НГ Е, Mayer-Vietoris Б 
列 以 及 寿 甘 进一步 的 理论 可 参阅 [Bott,R.and Tu,L.W.1. ` 


53 C 流 形 的 定向 和 Stokes 定理 

5X1 (M, D) 3 n SEC"INJE,— (TM, M, a, СІ. Сп, R), 
1") 303, Ap UA £ we TM 作为 C7 Пар А а арр С 
45-34 $2 EGUYCRUM 23€ $3 E 3), MEM, 2) 为 可 定 
向 的 ; 如 果 切 从 作为 C” EAER, WERE, Фу 
为 不 可 定向 的 ， 

с зиз 由 的 转换 映射 为 


^al uu су! 
dr! az" 


Ява СВ) = voce CGL (2, В), 


ey" Су" 
ez Эх" LAETI 


第 一 章 2 定义 7,8 FUEEES,4,5.6, 7, 对 于 0” 切 从 自然 是 
成 立 的 ， 再 根据 第 二 章 8 2 定理 3 可 知 ， 对 于 ， 纹 Cr REM, 
Z), EZX 1% T | 

定义 1 WO DYA СУ UE HEP СФ WE 

(1) (U[QU, фе үи M; 

(2) AUR (U., 0.0, IIED, (О, Pa), 10") 2, 


ШЕ 
| alri, e, 2") i E 


: =0 
9(, g^) PauU.) , 


eg" cy" y" cg 
2 "RUE, 3 
Hil | E Ee 


Ш ER CA, A) 为 可 定向 的 . 

如 采 存 在 Z C €, iE (1 (2) М (3) PK kk; 如 果 (U, peo 
ЗИТ, фр.) S MEC, IU, o) V, 换 名 话说 ， (0, ф)Є 
ЕТ — IUS pes CSU, юе. 则 称 
DAIM, 2) 5 — SEI, B 

-全 定向 流 形 指 的 是 三 序 组 (下 ,好 200, 其 中 DYM, D) 
的 一 个 定向 ， f 

TUR CM, 0) A RE SERE] АУ, 则 称 它 为 不 可 定向 的 . 

їй. ЖК, 如 果 Zm 8 e (1) (2), WJ Z, — (00, p) U, )Є2, H. 
E S :中 的 元 素 满 是 (2)) СМ, £D BS ЛЖ. | 

ШУР, A4 526 СМ, 2) 6 — XE WI, M| DU = (007, реф) 
(U, q)EZ.)28 CM, D) 的 另 一 个 定向 ， 其 中 pa: HOMES 
RE 

BJ n de С" 微分 形式 可 以 给 出 0" ОЙ vr 向 的 充 分 条 件 
TUS SER E, 

定理 1 EOM) nü CE. 

(D ApStZE4E M Ef — bb dE 0 fig n 2k C7 微分 形式 名 ， 
Wi M Asp E. . 

(2) dp oM, DET ED ETIE, MATEM E oi 
ЕО йш» d О” RER о, 
> 181 ° 


证 明 (1) 0,6), (21 62, BLU 连通 ,因而 有 0” AR fus 
OUR (Efi oc fdr Алах". AA о ЖЕЛЕДЕ О, dE f. EU LE 
ALARTE O. MARERA ОНО 0 AE, f, uo BE fele <0, 4 
Ф,= (007, р) 1,220) 
《其 中 号 不必 连 通 ) 则 2, 为 好 上 的 一 个 定向 ， 
任何 PEM, 如果 在 p 的 连通 的 局 部 坐标 系 中 天 [5 过 <0, 则 在 
的 新 局 部 坐标 系 (D, окер) 中, fa. 0. TE, ED BRELL 


misc), 

MEU, ph’ (2) à, (F, v), (9€, ДЕГЕИ =, Шүк 
unv 上 有 
Ife’, z") 1A. СЗ И A. "n LA A dy? 
a(y', ttt y") ki A ndy TON Ns 5^4 AA У. 


` 


[4 
d ze, n + 
| UR) 
于 是 , S. WEE XC ТН (2). 
WETV PED, НУНС, Ф) co 满足 定义 1 中 的 (2)， 
| 
fe. 9(z = may 
f. scQ.-.") 
XB] f,—0,8& f,70 HO, PEZ, LAERT 2H U 
中 的 (3). 

(2) iE €, MB —^ IR, ШОГО, e)€4:) AMA A" 
ЭШ. 因为 型 是 仿 紧 的 ， 所 以 有 局 部 有 限 的 开 精 致 (ULT Uas 
PED a£ D, 7. lac Г} DA RUE E RS Ur ДЕ. (хь д 
(U,, Ф.) ko DAS pa, ЖЕ М 

a= 91g, dai A Adat, 


. 1825 


ER o AMEN n СЭМА. ЯШ о ААБ 0. 
对 二 任何 РЕ М, p ОЛОВА CU, р), ШЕФ, TEE 
peU NU, ЛЕПЕ. БЖ 
бз АС Айт o fety’ Ae Ady". 
因为 (Uw) (Uas Фф.) E й fa lunu, 205 Р. СР) 0, f. Ср) 0 CP) 


20. ЕҢ Sg. (р) =1, BIFE g. Ср) 270, Bi Jap P) Я Ср) 220, 
mul 
2 fa (P) g. (p) 220 和 


o, Ple. (dal v Nt =à DO fa (p) g, (p) Ma As: йу" 


0. db. 


定理 2 ОМ, DA Rh? hi n Ae C" 正则 子 流 形 , W 

(1) Mp; OC2)M 七 存在 处 处 非 0 的 连续 法 iñ] а, Hi 
存在 连续 呐 身 

N.M—TR', 

z N (2) | L, TM), N (a) XD, f 

Kop г. MR 为 包含 映射 

— (3) M J.F fE PE SSO A (oS I ИЕ. 

证 明 (DeOmg5. [n 

(2) (B (a í o, n n +I) SR nb o E ЕЕ, 
Wc M BD EIB JERR EPRA 

Qu, 9), (s li = 1, 7,2) 

和 (U,9),(0]i 1,72), EA 


9 .3 N =l 2, 9. 
Ju!’ од" nl 一 Jr? ILE 


(只 要 有 -点 满足 此 式 , ЖИН, ЖЩ, N 连续 和 "0 值 定 理 推出 此 
+ gj > 


К 2. ,(9"W 
SEU, 中 成 立 , be - nC, ) 


2 a [9 ... 8]. 
E ue x|- uem 


WS U NU Вр, fe U, YU: 中 有 


2A [gw аш" 0\12. 
2! [= р! Эн! 


go" em Әр" ү | 
N o . 0 1''N 
йк 
2u ,gw p 
gv! gv! 
o(u, .u*) d , Pe ьа ... 
et m0 
PIDIEIND Эн! eu , 
avo "ws! 
0 0 1 
_ o f2 .aa .. ill 
= {@/, т), ust NM “э semel 


M Ef ТА, 从 而 形 是 可 定向 的 ， 


WSB) YE, (0. pa) i) aC D) 9 M B Д), 
(U,, Pals (sie, 


A je -9 
eu 11 19+1 Ja! 

: |= А 
_9_ es с“ 2 
Jya 81 РІ EE 

я ! 
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ect сї Сї tn Cari 
令 Ni =à(—1) del --- ; 
I 人 


+1 


nii 


Ses )* 


(ONT, NIU) 


JB 18b 


Ə d ә 
EX I N. |- E | v | . 


由 于 е» 00, 上 的 C" Kg, rank (сї) =n, 3 Ns 是 定义 确切 
的 , 且 为 Ue。 EÉ С" 函数 ， 

”和 如果 (Ca Pe), (U) e б, RATER U, 上 的 Cr 单位 法 向 量 
场 Na 使 得 


тж 
Әү Әй. дш ә 
дир dg! dv! dui 
a [әш du 2] 
Зи? ñ Эр" a 
№, 0 0 два \м, 


Jui Bus \ 


gu gu; о 
Ә(ма, `, u$) un B 
аз? Li x ". MEE det >0 
9(uj, es ин) ^ du n. ди 0 
dui cus | 
0 Ue OÜ Ó 


+ 1ёу = 


pese S MD 推出 544 二 1， 因 此 ,我们 可 以 拼 成 一 个 导 上 的 
3b, u$) | 


整体 С^ 单位 法 向 量 场 ， 。 着 

现在 我 们 用 各 种 方法 来 证 明 一 些 # 锥 0” DOE СИ, D) 是 可 
定向 的 还 是 不 可 定向 的 . 

例 1 (1) E, DA n Е C- 可 平行 的 流 形 ， 即 存在 整体 
QC" HIER Х 1 1, n), ЗЕ TMA FARMA, MM 
kika осот 

—%, REM ERE CH CREER) I ЕН Х| 
i- те 


а] =[Х1,:,Х,]} 


XM i—i 

К #72— {оь:= Xim Ung X apl |pEM} AM Ei —^ xn. 

由 第 二 章 33 定 理 8,Lie 群 是 可 定向 的 ， 例 如 В", S:, S: 等 是 
可 定向 的 . 

此 外 ,册子 S7, PR) 是 可 平行 的 , 故 也 是 可 定向 的 ， 

(2) VE CM, D) 3 a IE C^ Ж, НАЕЛ а), И 
is] 为 W 上 的 整体 O” 坐标 基 而 量 场 ， 因 而 是 可 定向 的. 


pk, 
B= (U, p) 06а 2 NE | 
1 Р» ay M Er , 
= 5 - 
i а |. U 
Lu ' Jg” M 了 
RO= {0p=| A. ‚ъз | рем) 为 有 上 的 一 个 定向 
? ez! ә” , 21, 


例如 R° ЕКЕ О INGIERE ÉL Pa ea АРА Ж ЧАТЫ, CUT 
АЕ зүр, їп Sto WE OCTO E BARA 一 【一 x!), 
dk S 是 可 定向 的 , DUCES JE de a 

例 2 S" (Сат, RR 是 
可 定向 的 . 下 而 我 们 用 各 种 方法 来 证 明 它 | 

方法 1: 易 证 X У) а ES S^ 上 的 0" 单位 法 向 量 场 ， 由 


定理 2,5" ж араг гаво. 
Fik 2; hgt $1 | 3, £5 = {Di фа), 05,9], 


ч 


(Gre gn) = ч i Li и" 
У! (ui)? zZ (ш)? ` 
ШШ. Jacobi 行列 式 
J -i= — n | 1 ^ 
UU mes) 


BD AT Qu w^, on u p QI, м1, na), ME Jacobi 行列 式 半 0， 
A S" 是 可 定向 的 . 

ih S: $1 83, Ei (Ue. (Ur, фр) 11-1, 
бет 1), Феба, он mal) = (ly ee d e rtl) gpr rl enean!) 
=(@!, +, ,+е,а"!!). кюн реш. Q0, Éf eg ауф Ut 
的 局 部 坐标 , C—1) G1, 7,4), m DOS UL SE 标 ， 共 中 
(—1)*°! Жк}: š l 次 对 换 ， 则 相 庶 的 Jacobi 33158 0, die 6" 
是 可 定 应 的 . 

方法 4 构造 HU i nix C^ 微分 形式 


95:1 


n= 2161 аба А ‚Аё Ле ад, 


"182 ° 


HIGI, 其 中 一 个 变量 视 作 其 余 z MERKAN MAN 


nil 


VK 8E22 7a dri: -0. BEER, 至少 有 一 个 210, 不 妨 设 111380. 
TE, 
геу $1 (Dir da! A Ade! Ae Ada? A 


(e= `": тег EN ( туча! ANLE A dz? 


zz" 


т] 


E (2) | 
—( Ds de! Ace Adan =D 


PIE! da! A A dx? Р 


Ep SR 为 包含 映射 。 这 就 证 明了 1n 为 S" RAA TE 
0 的 m 次 C^ 微分 形式 ,由 定理 1,5" 是 可 定向 的 . 
13 «ЖНА (М, D) WE 2n 维 实 解 析 流 形 是 可 定 
向 的 .由 第 一 章 $ 1 例 5, Jacobi 行 询 式 为 
(ea [2Cw', i шт) | 
Ə(rl,- m gl. sy). i9(25, 27) 
АКСМ, £2) 20 2n 维 实 解析 可 定向 流 形 . 
例 4 z 维 实 射影 空间 P"CR). 25 n DESIRES AE n E ГИҢ; 
当 为 偶数 时 , 它 是 不 可 定向 的 . 
方法 1， 直 第 一 党 $1 4, 
quU, В", 


0, 


1 Е-1 2 LES ni 
1 1 __[# x z = 
СГ (ж! 221) (s m, 1, , ) 


" z r 
一 


"E _90&', IET HELME HEN TP 
ТЕ IGET, ep pé EN! ee Ё) 
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= соку 


(1) #HJE n 25 83, NI 
го Cnm yn im ， а акан, 
Ы <0, ІЕМ ИМ. 
由 此 可 推出 @Л = (Ui o, k а; (U, Papo), 天 为 偶数 | 中 
=l esn t MEEN Il PRC) DAAE 2 = (U, 
PIU, 9) €20, L52 "Pi obs WEE XC 1 rh(2)r2; M Bg 
定向 。 这 就 证 明了 РСВ) "Г жүр. 

(2) ЖН, о: ГО, 1] U,C P"(R),o(£) = [£p - (1—4)@] 
AEA p ALA ЖОЙ. o p= (р', s, pro), nns, 
p'*D, gs (ges gL q**1,.,4"* ANT U, A РСЕ) f 
路 连通 的 开 集 ,站 = 1, n 1. 

#H m Ap, 则 

1 паа 0, „680, ` 
Tuae (ue) IN E8120, 


再 根据 第 二 章 $2 定理 602), P"( 有 RR") 是 不 可 定向 的 . 

HEZ e aR, р(х) =a dH p: 8", pi (zy 
二 一 7 AERE; PDSUORU, I(zy=zx= Atu ШЕЙ; rT:8"-> 
P'(B)—S"[-—,z(2)-—[r]lA BRE, 


ntl 


‚м 
因为 o*g = 一 Dz) (0) ЛЛ Сай) A.A 


=l 


(— dant) - (— D" *'9fü реГ = 1° р, (п 参阅 例 2 方法 4), 所 以 


pt sP*n-I*op*n- I*((—1)"!9) = (C71)"*I*9. 
(1) жт арй. р GE = Itn ü о, ZR OB Od or IGI, 
* 189 ~. 


i cc ZZ + Е 


ЖЕР) = 5° /— LH à ik Cr 微分 形式 o f Тр = z" o. 
为 此 , AUTS" 为 升 集 ， 使 得 rrU nsU), агл. 
ЖУ ТАЄ. ТЕ oU) b E 3 | 
o= (a5 )* (Tn). 
如 果 лр 为 号 一 微分 辐 胚 且 o, (07) —V WI 
pior = pr owy = (ayo p)! = 70 

Дибтє?)*(Т*п) С Сяр) то ор) = (ау) Ор). ЖЕНТ o 
为 POR) Бб n 次 О” 微分 形式 ， 且 明显 地 有 759 一 **ao， 因 
3p I*n fE S" 工 处 处 非 0， 所 以 @ 在 严 ( 及 ) 上 也 处 处 非 0， 根 据 定 
理 1,P"(R) 为 1 维 可 定向 的 C” 微分 流 形 . 

(2) 如 果 % ЖИЙ. ОКЕ) [ЫШ PRETER, M 
1, 存在 PCR) 上 的 处 处 非 9 的 % 次 0” 微分 形式 о. Bob 

g(z) Cs GI „= (xto) = (рўл), 

(оС Тр) =g a Саў р) 5 Са) Ср), 

Жр g 2 S" L RF RE E О ВУ C" ER 38k. А (Ten) S60 JE fi g (z) = 
- g(—z) fn g(z)-gC—2)-0. 根据 道路 连通 拓扑 空间 5” 1:36 
续 函 数 的 0 值 定理 ， 存 在 CCS" MR 005) =0， 这 与 9 在 3 上 处 
处 非 0 相 了 矛盾， 因而 POER ERR. 

例 5 Möbius 4M = f([0,221x (—д,8)) ERI XE IRL ÉD, 此 
sh f: [0,22] x (—0,00 RP, fg 


1 


fono =(2cosu+vsin cosu, 2sinu-vsin sina, peos 5) 


。 : QU. м 
= (2cosu, Z2sin н, 0) (а соза, sin sin H, eos 5) 


2 CURA. 
事实 上 ,因为 
falu, 0) — (—25inu, Zeos u, 0) 
+ 190 + | 


! (4.0) баай ош, u 
f. G, 0) = sin os U, sin-, sinu, cas 


3| аы КД 
= 2sinu  2cosu 0 [a 
n Ё 
| 


=| rb 
Wf 有 КТР sinsin cost ie] 
npe N (u, 0) =} (и,0) x fl (u, 0) = (eos PELIS 2cos 7 sing. 


—2sin 5), INGu;0) | =2з=б. Be С ((2cosu, 2sinu, 0) Ou 


x23) RS 8k TETE 070, fE f:[0,2x1 x (8,0) 9 R? HRA. їй 
N (0,0) == (2,0,0), N(22,0) 5(—2,0,00.. ВЕД N Ge, оа C 
走 -- 圈 后 改变 方向 , 根据 定理 2, M 是 不 可 定向 的 。 0 
为 了 得 到 重要 的 Stokes ЖОН, PEIE n ЖЕ О” ОЕ W B) E 
FREMA п —1 HOGAR DEO М IUS ХЕХЕ, 为 此 先 证 下 面 定理 . 
定理 3 WOW, 2026 n HE C" TERRE, 2E 0 2, (M, 
#2) СИУ, DFT ACE, T] 
CO M E TERIS; 
(2) 如 果 M de W prt usd oM 29 W 的 8 一 1 维 正则 子 
HE, М ӘМ 是 可 定向 的 . 
证 明 (D 8 2.= QU p lacu), MPR @, = {СМ ПО., 
Valais) Таи) M 的 一 个 定向 —— | 
(2) 因为 aa Ж) W WJ a— 1 #EEW|T-363Z, i63: $2 3x 
理 3, 对 任何 pCƏM, 存在 了 P 的 局 部 华 标 邻 域 (0,p), (20) 8848 
| ФОМ QU) = р00) П 2:0), 
Ф(ӘМ DU) =p (U) n {т |z*=0) 
令 €, (U,9), (2) GU, e)€ Z, Ні CO). 如果 (Us 
+ 1915 


6; 


), (2) €, (Do p), QI) s METANU, bs sns ©; 


— 


4x ©, A ‚АКШ "=" G7 25,0) 60 推出 
e c L 


23y! ay"! ' 


fr az 0 
Afp, e, 9773) y | - dei И ， ， 
P ` © “ТШЕ 
afet, at 1) Era LR] xL +++ a e Р 0 
әу! ., Әй"! д" 
Эх" EPT 2r" zast 
-3 >o 
 Ə(z' > vt 27) 
M 
gy" — 1i y^, , z" ] т"”у— y^, enaiti,0) 
da"|,*.o упы z"—ü 
` "f ul 
— lim (25, 7127) 0 
LO: U £ 
得 到 
Әби! зей?!) 0 
afr, e, 2971) ла? ` 
于 是 ， 


(әм NU, phann) 1 QJ, pE) 
# E f IM йу Е, П ӘМ 是 可 定向 的 it 


dr 157775 az 
{s i=], ауе) RER IM 的 定向 称 为 由 WER AA 
anii M 的 定向 多 :确定 的 ЭМ 的 诱导 定向 . 


定向 流 形 M 上 的 微分 形式 的 积分 是 数 : 学 分 析 中 第 二 曲线 , 曲 
+ 192. 


定义 2 dni sns ш (Cn? - 2 а, в, 


面积 分 的 推广 ， 而 这 种 程 分 的 定义 还 必须 应 用 近代 数学 中 极其 十 
要 的 单位 分 解 的 存在 性 , 

ЖУЗ ROM, D) An 0" 仿 紧 的 可 定向 流 形 , 2 ARE 
„а И M. о 为 加 上 的 # 次 0" 外 微分 形式 ,Suppe 
=: EM oR ЖИЕ Ж. (ULIQUU p, EDan М 
BS REUS ТЕН BE, (9. |а) AA UT Ua acu уд poo ДЕ. 
B. Supp 9, Ж. dE QU. Pa) (z¿) m, 

90 Ja айа A Adel, ` 
显然 , Supp g,oC Suppo Ju Efi, йс 


{ ‚(фла ea! Gri, s a3) die dat 


FUE T EAD 


为 有 限 值 ， 我 们 称 
|;9= [{ 57. )о- re» ney- >|; 


|. (MDnEQ (gotas) pa (xi, ts, ge) dari 
pr fa m 


< 


= | (gopr) (pz) o 
Fat МП) — 


Joe M 上 的 积分 ,其 中 (gz O Ж p< (U) йу n Ux C7 外 微分 形 
Rpr os aspa (th ^, a2) dz A Adai ЕЛ. AA 
Suppo RHAH g. laC n) S РЕВО ЯЕ АЈА (2), Suppa 
只 与 有 限 个 Suppg, 相交 , 因此 上 述 的 和 中 实际 上 只 有 有 了 腿 项 可 能 
不 为 0. | 
引 理 1 积分 ho WELS {Ua pO), ga Lou) 的 选取 无 关 ， 
即 积分 的 定义 是 合理 的 . 
ШЕЯ (7,107, р), WED, PE) М 099—0 
ACRIGTHRUR, (fal BE) ЖЫ Val Bv) 的 单位 分 解 ， 则 在 
* 193 = 


U, DV > nm, 


о —a dal А A dato bly A- A dyt, 


2l T xa) 921, V z) 
b,—-— e rto ERU I». 
АШЕР ° Ie voya) 


于 是 ， 


zi 


aca 


《加 а.) офа (zi "tts Xu) dr da 
МГП) | 


=> >| (ge Роа.) epa Gl, вт) dal. da? 


ась (Apy Ya ME a) 


" 
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azk ëy“ 


(ga fp: D Pa (еа, an) day dri 
Pa (MD ЫП Y д) 


=> | Ca gu bp) oa Uso D ne ds 
ЙС» G 


Cat Ft D Va n IUS) 


=> 之， 


“Вб aca 


| (аъ), е I ded 
#А\МПУ а) 


-5f (fib ev; Gh s D de dar. 


PRIZE BL 

其 中 第 3 个 等 号 是 由 Riemann Bia oe f CERA ИНЕП. + 
定理 4 EOM, жууп O“ 可 定向 的 仿 紧 流 形 , D 为 其 定 

un МНЕ. о, о, о, 为 M LIB nk CT 微分 形式 ，. 
Suppo, Suppo;, Suppo: 为 紧 致 集 , À, HER. 

а) |o= [о те, 一 型 为 与 到 定向 相反 的 定 
向 流 形 ， 

a» |. (20,4 i) = 2] . o. ao 

(3) 如果 Mi, JM, 为 M BS? IRE BEAR, MM Ua М, 
M, 与 M 的 定向 一 致 , 则 


+ 194 + 


f.o- |; |- |- вз. 
M Ma EE] 


证 明 HE XL 3 和 Riemann 积分 的 性 质 训 IA i tt 8. FHR 


wf oc o 


WU. eO, (ri) 19) 为 定义 3 中 相应 Елда Lr 
FO, 则 { (Us, 0559.0, {у} 19и, yi zii —3, n 1, 92 — z 
p x pE FM [рде] ИБА. (g. aC u) 2 A ЖТ 
它们 的 单位 分 解 ， 则 在 U, dH, 

ө =a dab Ac A dr 一 ol 


于 是 ， 
一 ! EN . of pue а 
| ie х! Е (Fa'a) e Coss pu) 
"(us ga). dg | | | 
— – >; | (ga. epa Grit, 22) dade. dr 
a^ сеге › 
== — [.o. EE 
lw 


定理 5( 鉴 量 代 换 ) WM, Z) An EC" 可 定向 的 仿 紧 流 
YE, f: М — M, 2 О” RAE. Z, 3 М, шл, М.А Жүй 


WE, TCO esf IU pE) = 2, 25 M, 所 给 定 的 定向 ， 
Я ЕМ, = f, M... o 为 LH n tk C^ 微分 形式 ,Suppa 


wa ш. osf, o=, Lo 


JM, 


证 明 HHU v lacu) 为 定义 3 中 相应 于 型 :的 定向 局 部 
ARR. (g.laCul 为 从 属于 它 的 单位 分 解 . 而 {C106)， 
pP |a€u) 为 定 交 3 中 相应 于 M ABERA, (pof lecu} 
为 从 属于 它 的 单位 分 解 ， 于是， 
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NEM 


| PER 


(g.o Do (pof) (Goo f) 1) * (fto) 


>| бт of (HI 5) 


| вр tga) 0=|. o. dk 
pm AS PILI) А FE 


Æ R" m, db PL CA Л ДОЛ 
|. a(gy) dy! A Айу" 
Аз 
uH ICON y") МА n 
=f GET SA Ada". 
这 上 比 通 党 的 及 iemann 积分 变换 公式 


| ааа |. aatem 


的 优越 性 在 于 除去 了 讨厌 的 绝对 值 号 1 

现在 我 们 将 定义 3 作 一 点 推广 ， 并 可 立即 着 出 上 述 有 关 的 定 
理 也 能 类 似 蕉 广 , 证 明 方 法 也 是 相同 的 ,不 再 长 述 ， 这 种 推广 有 利 
Е Stokes 定理 的 叙述 和 证 明 . 

定义 4 O, D) An 3k CT {ЙЫ nl E OE, €i 为 其 定 
їн], EXE SLE OUT; M 为 W 的 开 子 流 形 , 而 由 W 确定 了 定向 
ЖЖ М; ӘМ 为 用 的 边界 ， RE CESE, RET En E 
O° E H] TE. o AW Ed n iO DEAE 36, Н Suppo 
= (2С |ao(2)5:0) ЖКН. (U.| Uu фа), (0) €, асн} 
W LANES, (д. аи) AMRF U аси) ог SCR rayu (e 
词 第 一 章 $3 定理 4, Suppg, ok 63k, IH (Suppg.[acu) ЖЮ 
ЖЕШ). dEQ ра), Gb. BAE X f Suppo H HF fs 


Svppg.oCSuppg,CU, HERR. ELT | o 的 定义 和 相应 的 定理 
的 论述 是 与 定义 3 完全 类 似 的 . 
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Atg’, t, y") 1... f 
Sai nm) i oda 


А 


当 取 W = M,9M = Z 时 ,定义 3 就 成 为 它 的 特殊 情形 . 

定理 6(Stokes 定理 ) ОУ, un HE О” 念 紧 的 可 定向 
BOE, 2 为 其 定向 ; MOW OFTHE, ӘМ 为 M 的 边界 ， 或 者 
为 空 集 或 者 为 8 一 1 维 CT 正则 子 流 形 ， 相 应 于 2, 的 定向 流 形 丽 
WAT ӘМ 的 诱导 定向 确定 了 32 如，@ X W HA aike" 
ROE Suppe EARR, Г:ЭМ-> M 为 包含 映射 ,网 


~ 
[ae [re (|, recs xo 
M РМ ез 
—o| xf. Xi, IX). 


在 不 致 混 浦 的 情形 下 -我 们 将 Stokes 定 理 记 作 | do |, o. 
E ӘМ = C ЖАЯА 0. | 
.— 证明 МБИ 053F HOUR ӘМ HW B) п—1 维 正则 
fikk АЖИ aba ba Ж (U.p)€ 4, aS n ERIM (QU. — р 
024 ӘМ, Z Irt, 

Pal M YU.) = 9 0.) N GER" |20}, 

~ Pal M П.) — Pa U) ПЕЕ" |х" —0). 

Ф, WERE WEBS AB QUSS P) |аЄн} йо SC FH E 


(gla, © ТӘМ ЕВГЕ (0.1.196). 
"m 


ETE fito. = геал). 
立即 得 到 (注意 : 除 有 限 个 a 外 , дао [асек 0) 
le 31a. - 27 [4 c 
-Xjaree-Lr(xeehee 
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ЖОЕ BI 88 2. ЭШИ, v fa шене! г}. 


o= pa TE NA BEA SA ds”, 
jiu 


408.9): (xc Dar AA EPA Nn) 


F 


(1) ЭМГЕ - 2. 
因为 ф.(5ирр z.) Se, ВЕЗУ co R IE а, 可 延 拓 为 
U—RQH]"— (051, 6, 0)| Ва В, ) 1,6, 
于 的 C^ В СЕВ e (Supp. gaw) C [ В, RI), Ж 
ailt- в.в) = 0. 


Tu. j digan) = | элла 


"esM Va) T— 


-к.81" I- в, p" 92" 
" m= R | 
"E а d dz" 
21-1-5081" zi—-R 
-0-| 0=| (ао). 
I 一 E 
FE 3M 
(2) 2 a 


因为 qe, CSupp po) n icm zcOPESC, BEIER 2 ARS 
В, а, 可 延 拓 为 | 
ГВ, В)% x[0, R] = ((x, | Riz B, jl, n 


1, 0zcat R) [:89 C^ ERE CERT pa (Supp ф.о) N (z€ R" [27270] C. 
- 198 < 


[L—R, КАШ х [0, m, 使 得 


ail r- pmt 1 xto Rl- pa top = Ü. 


手 是 ， | 20до) = | > 2а, aps da? 


š 
Ju (M РС) ТТ da 


-Xil даз greda” 


г- ж, 83 x Eo 8] dz 


= 


=> | _ a, бхад? бх" 
3213 [=n R)" "xn 81 |zi== n 
PN 
«T azi a | dzl.. gz" 
г- ж, 8)% 29-0 


= |за es 271, 0) dz! dan! 


е | aims ants ode A Adan 


eM 
-| (icones ASAS Aj 


=f cma | _ (ga), 


其 中 第 5 个 等 号 是 用 到 了 2M 的 诱导 定向 的 定义 中 的 (一 Dis。 3 

在 实际 应 用 中 ,经 常 遇 到 муам 是 紧 致 的 ,此 时 不 必 子 先 假 
XE Suppo FERH, RAR о HUW PRR) EM nik 
С" BERI MUSMCUCW. 

H MUIME, fefe W 中 的 开 集 了 , EV ЕН MUSMC- 
VCVCUCW, 根据 第 一 章 33 推论 1, 存在 C 函数 o: WR, 使 
0sce(r)&1,2€W;g(2)— 1, 4C M UIM; Supp ФСУ. TÆ pa 可 
视 作 Liai С 微分 形式 ， 且 Supp фо EX. Th X 
po 利用 定理 6, 
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| ,do=| dipo) EE | I*(qo)— | Ito, 
м : "m ax | t pm 

[t Eo р, Newton-Leibniz 公式 ,Green 公式 , Stokes 公 
3X, Gauss 公式 统一 成 Stokes XE Il, CETHE ДУ Stokes 定理 . 
的 特例 . i 

例 8 А" 中 Stokes 定理 的 几 个 特殊 情形 (图 22). 

(1) Newton-Leibniz Z; X. 

МеВ" 为 工 维 Cr ЗШЕ, ӘМ = (a, b) , M 2g 1 С° 
RUE, (£t meta +e, ut 620) Др M W sE m Б BAS ba 
Ж. ӘМ = (а, +D R SERI BERGE DICE, o — f, o= df, Wl 


_{ < əf a х Of dz, [* df 
|=] Xe = | Da f=) u” 
M 


—f(z(t)) | СЕС) - GG) = fO) f(a) 
= (х) 
=] f. 


әм a у 
УРЕ, W — И!, M= (a, Б), I3M= (a,b), M = (a,b), ӘМ 
= {—а, 7b} 


[а Frons fite ft - fe - {р 
(2) Green 公式 . | | 
W = R°, M Ж R° PARER, ӘМ 为 Cr 对 也 曲 线 ， 昌 为 1 
AEN TREE. ЖАКИ W 确定 了 条 和 诱导 定向 确定 了 流 形 


3M. o— dr qdy, qo = (29.9? Ms ay WM 
~ O= par qü, o (54 — ЭРА x^dy,W 


де _ ap -[ | -| 
MI N Je Oy Js ^ dy pex T qdy 一 a8 
M M 9M ан 


* 200 >» 


(3) Stokes 公式 ， 
W -— HRS, M X; R* jh 2 26 C" т, B 2 ЕШ ТИЛИ, ӘМ 
Zu C7 ЗШЕ, Ц 1 维 正 则 子 流 形 ， 定 向 流 形 确 定 了 有 RU 
ЕНЕ ТЭМ. o= pdz +gdy i rdz, 
dg dz dz^dz dr) dy 


- d d С 
deo Әт ay д2 | 
p g 7 
dy ds йа бх балау 
E 9 a э! 
м м . 
P g T 


=| pdr +gdy -+ rdz= | a. 
рү? — 


(4) Gauss A, 
W=R', M 4 R* ch hu 8 5 IE, ӘМ 25 2 3k C^ ИШЕ, Hr 
21k C" 正则 子 流 形 ， 定 向 流 形 VW 确定 了 M 和 诱 中 定向 确定 了 


ЭМ. o-pdy A dz qdz Adz--rdz A du, do= OM dz ^ 


dy ^ dz, ШЇ 


а —rdz? 


cr ma i 
- = t. 
ab] 2M ent 上 


x 


eu 
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— Әр, 29 Әт 

d 

N © | Gs s dz A dy Лаг 
м A 


= | бул ё +92 A dz r dr A dy. 


?M 
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第 四 章 Sard 定理 、 Brouwer E 和 
` Poincare-Hopt 指数 定 理 - 


еВ Serd 定理, 并 应 用 Sard 定理 和 Wei- 
erstrass 逼近 定理 证 明了 Brouwer 不 沥 点 定理 ,82 给 出 了 从 紧 
# C! WU PIE C 流 形 的 C' 映射 的 Brouwer 度 的 定义 ， 然 后 
再 证 骨 Brouwer 度 在 C' ie FÆR EH, 作为 度 的 进一步 应 用 ， 
引进 了 С° HUE E C^ 向量 场 在 其 莪 立 零点 处 指数 的 概念 , 并 证 明 
了 局 部 与 整体 、 微 分 拓 针 与 代数 据 扑 相 联 系 的 极其 深刻 的 Poinc- 
aré- Hopf 指数 定理 . 


$1 Sard = R 

Sard RE PR tuli ca A ñ: 总 是 "微小 的 ， 它 的 Lebesgue 
WEE Уу 0. ООЛ 
Al WM, A) a, Ek CoD, i= 1,2, f: Ma 
М, 9 СФ, lakar. 

зл Ж (rank P, ns, peat, y ES p 2j f 83 à mus E 
(rankf),—9,, PEM, WPR p 25 f WENA. 

如 果 qCM., АЎ (q) 3 b IA rn PE E — 
48; "^, 中 非 临界 值 的 点 称 为 正则 值 . | 

记 Cr C£, A f Bulut ESSE. MRSM — Cr Ж f {ЛЕ Wisa 
集 ， 于 是 , 00см, 为 f 的 临界 值 集 ， 而 M.—f(C07h f iE 
Wir E. 

显然 , 若 n nu, Щ Mom C; Eq M ,— FOM C M, ,— KC), 
Wy q AE ДЯ. 
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定义 2 设 ВСВ", НЭН 670, 总 存在 至 多 可 数 个 方 体 
C(n,ri)— (zc R* | 1z/— zi] mrs j- 1,-. n), EN, 使 得 Bc 


U €, 70, RS 1volCiz, nr) D] Or)" <e, Ж уо (а, т) 
t i i 


表示 € Gu т, 则 称 B 为 R" 中 的 零 测 集 ， 记 为 meas B= 
0. ЖЕ B ñ Lebesgue 测度 也 为 0. 
ME X 2 容易 看 出 , R* ЧО ЖИЕ ТИЗЕ Bi. £ £ 
DET S ESL AMET £u BE M| ПОЗЕ Е. | 
定义 3 WO D) Hn fk C' GI Di ACRAS n ЖЯ Ж) 
流 形 , BCM， 如 果 存 在 至 多 可 数 个 (Um, PED, њем, ,使 p= 
U 300,0 € BC [Us B gw(BNUm) 为 BR" 中 的 零 测 集 ， 则 


жах, i E meas B = 0. 

由 定义 2 和 3 3r BI FI Ag: 

ВХ Ж <> HHEH РСВ, FE p Юань, Ф,)Є 
D, EII eB Гб») 25 R" фа; 

<> T EBO,99€2,9GnU)2 R" 中 的 零 测 集 . 

定理 1 (Sard 定理 ) BCM, 21) 79 n; BE C" [їз A: i JE 
(т221), #=1, 2, f:M,— M, A Ot Wir, 1x bm. An Ё2®1-- 
тах {ni — na 0}, ME meas f (CA =0. 

证 明 参 阅 [Sternhberg, 了 47 一 55] . 

我 们 对 几 个 特殊 情 形 (如 定理 2. 推 论 1. 定 理 3) 加 以 证 明 , 其 
Ji EGER HORS Hs. 

定理 2 RUCE AFE, 0-8" 为 0C!' 映射 , f— (fu 
Fa), detDf (ж) |y =0, ll] measf (Cj) = measf (U) = 0, Ki Df(X) 


GG 


证 明 ЯШЕ ЕЕН U rRIE-— PETI nh ñ 7; Ж Uo, ЖЇН 
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meas f(U,) 二 0。 为 此 ， 将 Vo 的 每 一 边 分 成 叉 等 分， 得 到 的 
М" 个 大 小 相同 的 直方 体 ， 在 小 方 体内 任意 取 定 一 点 to 则 对 读 小 
Ji HER EE 2, 17 

fG) = fin) + Df Cr) (2—24) Fr oCiz—zsD 


= (ко) + Df (xa) (z— to) h 2631 


HA J:U— R" 2g C АЙ}, HL deiuDf(z)lo —0, ЖЖ ПДД С 
去 时 作 适 当 的 正 交 变换 ) 


0а G0 )-( И o} 


于 是 ,对 小 方 体内 的 任 一 点 z 


Wy (29) \- " ] + (x) 


У Са) — f(T0) xg? 
HE., 在 Vo E, 显然 存在 正 的 常数 (与 N EX K< co, 使 得 上 
述 每 个 小 方 体 的 象 的 (Lebesgue) 测度 不 超过 


кх) (G) (xo) 
这 就 得 到 了 | 


0<їтеаз FUNN of i) Qua +оо), 
І 


BI meas fiU) = 0. + 

推论 1 设 UCR" 为 开 集 , m<n, f:U— R" Ж O! ЫҢ, ull 
measf(C,) = measf (U) —0. 

证 明 j fiU Rom R: (а, ee, gh, amal. ee, т) 
fGr,e,2). ШЮ,„ detDf|z.í*"-—0, HE A 2, measf (U) = 
measf (U x R") —0. 

定理 3 EM, 203) m ҖЕ О” 的 A: di 0,1 —1,2, f: M. 

* 205 = 


i Сла на а ооа сл 


A, 为 C qM, tii measf (C9: 0. D E тая 
证明 л, 为 BER 4-1,2. MULUS ВЕ U C Ez: 为 
ЖЕ, f:U-> R" уб” ПИ, C, 25 t U д) dA 点 Hs, HW 
meas/f(C,) = 0. 
Ay HHEN. 注意 DER n 20), an щу, W 
ik zx SEA SE, i п, 0 时 定理 为 真 ， 


4 Ci (em (rus a s 2 -G) =0, ISES zig 
f 


MK, CODODD 20,20,,42- RES RIEM: 

(1) measf(C,-—0,) = 0. 

Mond. C= (zCU| Crankf), 5:0] = [eeu 2h (х)=0 ! = 
Ci EL, measf(C;—0C,): теаѕѓе 2) —0. 

М а„®2. 对 任何 TECO, СС, 则 必 存 在 某 个 偏 导数 ， 
如 BL (2) 0, | 


XEM 1: U> R", hr) = - s (а), zen ль). AE 3G А, dE 
退化 , ЕН БЕРЙ ЖЕНЕ, ТЕТЕ z Bd IE AER V. 使 AIV A (39 C7 
las, КОЙД AC SAO OV. 4 g—foh ib) Rr, SAC, 
= ВСИ NC), Bt g 的 临界 值 集 gC) — (FARDA NCA) = 
УПС). . 

对 十 任何 (zy Ea ЄР (ЕИ), IR gU m, ny mu) m fo (t, 
m» cy n) {ей (0) = Са) = (FG, fala), ns f G0) = 
(2, Plah s fr (а) х Вс В", 4 | 

gi(tx RDNA t x Ro»! 
KI g fü tx Ru 上 的 限制 ， 因 为 | 


2 1 0 

fi Y t 

ЕЭБ * Zey ' 
. ea 
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A, ns En ELp m nn za 60. HB 1818, meas 
g: (C) —0, T, meas(g(€,) N (t x 9-1) = measg (C) =0, 
根据 Fubini 4E TB, $8 fj meas f(V NC) - measg(C,) —0, MEL 
measf(C,— c= 0. 

0) 对 任何 5E04--04hy, 有 теб, 则 必 存 在 某 个 


"MP - u aif, zo 
da, F f£)*-0, 再 由 二 Ci 5 о) оар Е š 为 


0, 1520 (0) х0. RR =l, С" ВАЯТ RUR", (2) = 
й 


(об), Fa Z. ATR ЗЕРОВ, В AIV kV A О” ARE. 
注意 , 由 Co, ВЕУ, жепс) хв L. o= РА 
ВР) ЭЕ", ф=ф| азгы: C((0) x R= D NTR. ДАН 
Apmeasg(C,) —0. Н C, 2, g, g EX, АО. ПУ) СС: (ж 
riesci КИТЕШ 0,171). BIA, ` 
0— measg (ВСС, ГЎ)) = measf«k-! |. a (A (C, ПР) 
—measf(C, ПЕ), 
-由 于 С,-6,.. 被 至 多 可 数 个 这 种 开 集 VV 所 和 覆盖， 从 而 推 得 
measf (Q, С...) —0. 


(3) MP IF, measf (C,) = 0. 
M ) 


4- ICU Aa K: "E ó 的 闭 方 体 . "iL 则 可 证 
measf(C,1) =0。 因 为 C. 能 被 可 数 个 这 种 立方 体 所 覆盖 ， 牙 
тезѕ (C,) = 0. | 

1] x<,z+ Az€T, H Taylor 公式 有 

fGe Az)- fz) + R(z, Az) (1) 
жш ARKE С, Т) ЖЕ ВЗВ, Ах) EO Az], хш C 
为 仅 依赖 于 地 和 了 的 常数 . 
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оплата. "ке A шр. -. хз 


COMUNE ДАр n 个 迎 长 为 二 的 小 闭 方 体 ,>EN， 令 五 为 、 
包含 ЄС, 的 一 个 小 方 体 ,期 对 任何 z+ AsEru HJA 


мад М! . 
JR a CO C£) Gus Xe! FO Жр Л EC zo( xÈ) 的 方 
体 中 ,因此 了 C5; 门 帮 包含 在 最 多 r АУ ЕЕН Р, ux E S us 


体积 
Fon Hi An; ó el ч 
re (ay y 
. aM i>] 
—(2€ (A nj à ) ttl) picta D L5 7 40e» + oo), 
` Ék meas f (C, 1) — 0. 
Ec COO (0 CO RERI 


Ozzmeas ЁСО у теаѕ С, 6) 


十 S measf(C, 05.) -— measf (C,) = 0, 


measf(C,) = 0. = 


Жї RER 1.5 2 ET SHE 3 步 不 能 推出 定理 结论 ， 因 : 
为 meas( > c petto o. 
ї=1 


推论 2 (А. В. Brown) Wtf:M,— Mil t E EB 1 的 条 件 ,由 
ENAR М. f (CO TE М, rh ARBRES RS, 

证 明 IEPEN РЄ М» ЯП p SEGUE U,, 由 Sard 定理 ， 
measf(C,) = meas(f(C;) ГЬ) = 0,4 теаѕ (07, — (СУ) П) = 
measU «0, 所 以 存在 e€Us — f(C)) USC М, (C), 3XSEUEBH 
了 M,—fF(C,y#f: М, H ib Sn, E 

定理 4 (Me D) A n ECT OE), 11,2. f: M, a 
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Mz Уу С" Wb, ac M, Жу f BEI O 22, WIE f GC М, 或 为 
ZEN) mn E C" AEWET HUE. 

ШЕ H y 96M. Ж] B 6 (8, SE tE RE РЕЈ (9), 
«тапкў)» а, 因而 存在 M; айр p dT BE Us, dt (тапк |, 
=n Rrrankf| (J Us ns HEUS X S 2 定理 4 可知 f (0) 
或 为 空 集 , 或 为 M rh n — n ECT 正则 子 流 形 ， 下 面 我 们 来 直接 
证 明 林 定理 , ЕРЕ] (9)， 因 为 9 为 下 的 正则 信 ， 故 (rank fp 一 
m; f. tT M i-> TM. MI, H. Kernel f,, 2) n, —mn> 维 问 量 空 
E]. Hk М, h ЛЖ M, 使 pe CM, B. M.C I A Ее, 不 妨 设 
М.с Ве. 

选 一 线性 映射 LRR, Ë LE far М BI Kernel 
fes Ф) О) СТ, И.С R* E 4EB fk. M САРЕ: 
ММ, х Rho, FG) = (FR) LG), W 38 P. .(X)= GSOO, 
LOX), XET, M: X ВЕЕ Ал х. Tub Е. 是 
ДЕА. ВЕ 3k E BE, F PE p DodE UC” HW PF yb 
IRC, LO0) == (f(p), L (p) IS ЭЕ V E. БЕО ДЕ 
jJ (9) 在 映射 下 下 喘 到 超 平面 gxR" h, H F38 f (gq) U 
Cr [и] КЕЕН (g х Вее) ПИ 上， 这 就 证 朋 了 了 "(CN 或 者 
HTE, KEAN nn Е C” YE WT Pe. d 

XE 1 5 3 的 Stokes EMA, RMCA T "Inr JE" 
M U2AM, ЖЛ 128 DR E X. 

XX 4 设 闭 的 半空 间 H" -= (G.S) R'[2z:0),838 5} 
ЭН" = (xl, 277,0) |: 0c R,J:-1,-,29—1) = R?7! x (0) CR". 

Ap M рТ, [н], Н.Ж {ТЇН pc M, Ue TE p TE M НЫ: 
PR U full p: U--e(QU), ДД н ФО) C R^ gg H", HAJI E, WISE 
M 为 nn ЗА C BARE. 

cM ЖҮК ӨЛЕ p F МЕТА Ран" 的 点 的 那些 点 购 成 
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的 集合 ， 应 用 Brouwer 区 域 不 变性 定理 ,3 ЈА, BH EM, 
TU PS EXR SIRE po oo И p (9)E2H"<=>pztp)E9H"， 称 
ӘМ qs Baa M Ina eso XB FI, М—ЭМ 中 的 点 
AHA. 

和 如果 将 第 一 章 S 1 定义 2 中 的 拓扑 流 形 改 为 QUEE TEES 
将 凡 碰 到 带 按 界 点 的 局 部 坐标 之 间 的 C" 映射 ， 总 认为 延 拓 到 R^ 
中 某 开 集 上 是 C" 类 的 陕 躬 ,于 是 可 以 得 到 C GR 1) ЛЖ Ж 
形 的 定义 | uo 

ЛЖ Ща 为 一 个 完全 确定 的 ?一 1 HEC" ЫЙ, iU AE 
M -2M Ap -^ n От TUE. 

定理 5 POL DH n fk C Go DUE, n MRA C" f 
Ж, Qon g ПИЯ. WU N= {EM (2) 2:0) 20 п МЕС" Ж Л Е 
М, 其 边界 为 8-:(0)， 

证 明 рс, B. g(p) 220, H 9 BH E, 存在 ?在 于 中 
f JE ADR Us GERA 012,220, BE U C N. 

AnJÉ pc М, pegi (0), 因为 0 为 g ТЕШИК, ИК (rankg),— 1, 
Fer TM >T R Хі, Н kemelg,, 2g n—1 fibi RE St in. X M 
Л M IE PC M CM, Н МОА R*, 不 妨 设 M CR, 选 一 个 
线性 上 映射 D: Ré RU, fk L fe Kernelgu, IRBE. 

Ж {к И О AEG. AMRIXR'U-B" GG)-(90), 
Іт), Ш, Geal X) =(ф„(Х),(Х)), ХЄТ„Й, FAR Gu, 是 
非 退 化 的 ， 根 据 芭 国 数 定理 ，G p 的 某 个 开 邻 域 Cr [5] M Hh: 
ВА 100, LO) = (g(2), LG) а ЭРЕН У 上 ， 需 注意 的 是 
СОЕ G Fili pa (0) x R^! rh, HG 489- (0 ПОС" 
Ie] BE ВА SI ((0) x R*-1) (YV E XEN T N = (ЕСМ |g(z) 2-0) 

A п ҖЕ От 带 边 流 形 ,其 边界 为 9-1(0)，， xk 
| 下 面 将 定理 4 Jer nje АНЕ, 
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PEG Mne ZOA n С (т=1) ЛД, Ma Za) 
29 ni 8k C7 流 形 ， т>, Í; Mi- >M: СВЯТ. 映射 ， 如 果 对 /而 言 


VJ EOM RUBUS fl. reis а, EERE | wf DCH _ 


HJ wi no Ж C! 带 边 波形， 207 DEFINIM, 

证 明 因为 要 证 明 的 是 一 不 局 部 性 质 ， PTER A ШЕН fF k Ti 
JE: 9C R": 25 f: HR": 的 正则 值 . 

Ant pcf (4) 5 H>: B—-^- P3 5X, АПАЕ EB 4, f^ (a) TE p У 
Ar J Ир Жу n — n, ҖЕ C^ EE DEL. 

如 果 pe f (0) 2g H^ fh) SER. AR p fk R' 中 的 一 个 开 
WR U fü C" BRE gi U— R", 553 glenar = f leen .因为 了 为 
f 的 因而 也 是 9 的 正则 点 , 故我 们 可 以 假定 9 在 中 无 临界 点 ( 否 
gu FL Jv053F 858 CER UO, Ра, g I GC RS pun ECT 
ПЕЕ 

Вл. 9704) >R ЮЕ, лб, +з, 0) ае. BÀ 

g (fc рех (О) Ар DES SET garfan RUR В 
空间 Kerg s = Кегў, (H 9(971(9)) =g, lk guo(Tsg (42) = 0, 
x 13k (7977 (9)) —n,—1,-dim(Kerg,,), PELAT ag ' (q) 
—Kerg,,—94.5(0)): H IR E fion YE p Б R> ХЕ E. Wb Bu, df 
#200) П(29":) = (f lag 04100259 т — 1, — 1 В ЗЇН], Hu 
dim(f;i(0)) =ri— ane MI 7500) = 9353 CO) C R17 x (0), 因为 
miO = R7 x {0}, 所 以 在 在 了 ETpg Cg), IE n. X: 50, 这 就 
JEH T (rankx),--1, АЕО 29 m 的 一 个 正则 信 ( 必 要 的 话 用 要 小 
的 邻 蝶 代替 U). 

根据 定理 5S.g ' (q) NH” f) ПО = {2697 1 (q) | «(0) 220) 
Жуп м 维 0" 的 带 边 流 形 ， 共 边界 为 =-'(0). 这 就 完成 了 定理 
l'on E 
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例 1 952,5" (zc R"| У (t= CR 
Jpn EC ЛЕШ TR. ЖӘНЕ: ЖИЕ C+ БЕЙ f R": R, 
ра) = 57095, 显然 任意 qo-0 #Ü E йч ТЕ ДИА, Нл #B4 
ве) RH! hpg ag c 正则 子 流 形 、 

例 2 159: R'"'—HR,g(x) = А С° ЯР, 0 为 g 


BEWE, REM 5, D= {1ER g) = 1— 10009820) 为 


R*' 中 的 a+1 ҖЕ 0" 带 边 流 形 ,其 边界 为 9 (0) = 2ER g(a) 
= 1— $165) — 8", CE п E O° SET E 
ÉL 


应 用 Sard де BETIS 6 可 以 证 明王 面 的 定理 7， 上 让 此 可 证 盟 
定理 8 412 49) Brouwer 不 动 点 定理 . | 

定理 7 了 7 VE M JERR CCD Wibi, WREE 
C'EST f; Мәм, {Е fl. 5 Idas. 

ШЕН (ОЕ BLUE KE E C RAF f: MOM, BE fl a= Idus. 
由 Sard 定理 ,存在 9E34 为 了 的 正则 入 ,自然 9 也 是 Fl 一 [Idy 
的 正则 值 ,由 定理 6， 广 !(g) 为 开 的 1 维 如 带 边 流 形 ， 其 边界 为 
2709) = 0002 M= {g}, {Н Ра) E SCR 01 ЯЕ 
ОЕ ЕЛА RATE EL 85 01 同 胚 象 的 不 相交 的 并 CAR 
ГЈ. W. 米尔 诺 , 能 金城 译 , 62—64 页 ])， 所 以 ӘР (D E IHR 
数 个 点 组 成 ,这 与 9377 00) = 19) АЙ КЕШНИ ЛИ. + 


| 3 因为 pr+! —(rceRU 


УЛ (asa) 是 以 单位 球面 Sr 
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为 边界 的 n+l 6 C^ 紧 致 带 边 流 形 、aEtoj UN， 作 为 定理 7 的 
特殊 情形 , Ids* 不 能 延 拓 为 0" BM f: DID = 8", 
”定理 8 dig DoD 为 CI 映射 , 则 9 必 有 不 动 点 ， 即 存 
Хар", i у(х) =r, 
证 明 (CHE) 假设 9 没有 不 动 点 ， 则 对 任何 ED"*'， 令 
J GSS" 为 连 9(z) 和 z 的 直线 交 S" 且 离 x 较 近 的 那个 点 ， 令 
&— (т) 
[z— 9221" 
WR 1—CfQGD,f(G) = Go tu, т tu = (m, zy 2E (z, 5 
+Ë Gu, шу = Gn, 13» 26 Cr, ну E CU", 
Pagi Der uy i x, z5—1-—0, 


— 2a, му -- 22 Cz, u»? — (4x, 25 —1) 
2 


=— čr, m dM iu т, ХУ ri. 


T =g) Hym 1 


D ->87 Aj C At, H fleant 一 站 sn 一 Idsw 这 与 定理 7 的 结 
it Hrs. Е 
定理 9 《Brouwer 不 动 点 定理 ) 设 g; ртр" 
射 , 则 g 必 有 不 动 点 , 即 存 在 ED, [Ë ga) = z. 
证 明 在 给 670, h Weierstrass ЛЕДИ (参阅 [Dieudo- 
nné, Ӯ, , p133 TE AE T XA Р,: К" R [р (а) —g GE 
-—erCD"* АШИР, AERD Y AREA DUU 外 的 点 . 


4 P у= fin, BIP] еа 


fir) =z>+itu=z+i 


HA 29, г< 


=], P(D"*cp-, R. 


iPco- soot - [9 - sco [| 9) 2 o | 16 co 
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` = . a E = 一 一 
g(z)|=1P (z)|[ т! * cre ср ГЕ 2ё› 


acp 

{ 反 证 ) 假 设 gr) r, zED"U. MIIE 2658 П Са) 一 中 在 紧 致 
集 玉 上 上 达 最 小 值 s= mintfg(i а 1260" = 1g(2) — 4120, 
$CD^, fg LX $T АШЕР; PYD), {ЖЇР(ху—я(т)\< и, 
acp BW, 

[ PG) — 2025 0g(22 — 2| — 1P C2) дб) u- JPC2) -- GO 
D, 所 以 , P(z) se x, Bl C^ Bh] Р. D D" XA nbn, ix 与 定理 
8fü9Z IE FER. + 

注 2 从 定 虹 3 的 证 明 方 法 看 出 ， 为 了 让 明 k PES A 
一 个 命题 ,首先 对 后 人 位 瑟 喘 射 证 明 ， 然 后 用 种 近 定 理 过 流 到 连 
续 映 射 情形 . 


$2 Brouwer Ж 

А НАЖ C! e а C! 流 形 的 C! Welt Brou- 
wer НЕДЕ X, 然后 再 证 明 Brouwer g C! | te FERAI. 

引 理 1 ik M, Anc WE, i=1,2, f: M, M.COM 
53,9 M. 为 了 的 正则 值 ,于 ERU] Г! GO 为 有 限 集 (包括 空 集 ). 

证 1 (DREIT O AERE MIERA Ef), 
k=1,2,-.. 大 为 РСР) ЕУ Bj Л, 的 闲 PES XR. 
A z, MAA TA, ЖЫЛУ z, КӘ F т, Н. зоў (0). HA 9 
为 了 的 止 则 值 , 由 反 函 数 定理 , 奉 在 zo BJ) JF 02 U, 使 fiU I (QU) 
A €' ilie, dk flo 为 一 一 映射 IRIS lim z —e fefe NEN, 24 
kN Муй, WEM. fp = (za), X! flyJg—-—ü RE 
m. ++ | 

证 2 不 失 一 般 性 ,只 须 对 U, fU) R" Ж JA ERE, Е. 
+ 214 < 


O= f(x) (та) = Df) Gr —29) -Holz — 00|), ЖС 
re— zy — Df(z a) oler zl), 


Ж ува, руво) «(атар —0(8— +c), 


|z 
XE. + 
NI М, n GER C WE, #=1,2_ М, 是 紧 致 的 ， 
Ar, ШЗ. f: MoM, ACA 则 对 于 任 一 了 的 正则 值 
#=М,—{‹(О,), Ж | | 
deg(f;sy) = >) sign fsz 


TEF L) 


为 了 关于 正则 值 89 Brouwer E, Ж асуу) 为 了 的 正则 点 ， 
所 以 fai T MOT M, 2y# lle] ES IRL Id ER Pfad ES, 


- 


c 1, fel 保持 定向 ， 
Si жу P 
ign f Mes bct m Int. 
由 引 理 I, ОЕ, EXER S， 是 有 意义 的 . da Rf (0) 


rzfitcga 
= 2, nx deg(fziy) 0, SA, deg fs) y MN 

引 理 2 deg(f;y)2 E XE MiB BIET Ж M,.—f(CDE 
的 局 部 常 值 函数 ， 且 它 在 M.— (09 的 每 个 道路 连通 分 支 ( 也 是 
连通 分 支 ) 上 为 常 值 戎 数 ， 

证 明 Н$1 2, M.— (CO fE M, 中 处 处 稠密 ， 易 见证 
则 点 集 下 ,一 Cr 为 М, ЈГ, С, 为 Ms 中 的 闭 集 。 ЖРМ, 
紧 致 , 所 以 C, ШЧ, RAHET ERE Р FA REE ARE 
РО) љ М, СЗ, ЖЕЛТАЯ M, ЕНЕ, А М, ССО X) 
М. 中 的 开 集 . | 

为 证 明 deg(f; p fE2y y f ER COR B y 只 取 正 则 值 !) 是 局 部 
常 值 的 , 共 须 构造 y 的 一 个 开 邻 域 了 Cs 使 得 对 于 任何 YEF 有 
аев(/; 5) >= дев(ј; у). IH5[8B 1, E x, n, xh f С) ДОА 
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"= ama He M RM ы. 2. . 


点 ， 选 取 这 些 点 的 两 两 不 相 效 的 Jr Ap RU, ey Uu, бф дє, 
Sign frale, = Signfs,, Н. f C' ТАНЕ U, R3 M, rB p E У, 
上 ， 于 是 , 令 


k k 
vy —-flv,—fan- (Је). 
#= Pel 


| | 
类 似 于 AORERE f ,— [J иу М, йж ШИТ Ж, 


EIE V 为 于; 中 的 开 集 , 显然 , yEV Н. degCf; у') |y —deg(f: у). 
k W 为 M.—f(COImtE—I D x, 
Wiig EW |degCf; y) = degi p), 
-W= СН |deg(f; 3) deg(fig)), 
由 Чер}; "ОЧЕ А С, Me W ,, W, 都 为 开 集 ,又 因 yS IF, 和 
W 连通 以 及 印 = W UW, ПИР = Z, MEAW c, W, oW, 
Wüdeg(f, OA М, fC 的 每 个 道路) 连通 分 3x L ХАНА 
ж. Ж 
引 理 3 iM, Artiko ЕАСИ. 2M, M, 
的 边界 , EE M, BJ a С 正则 紧 致 子 流 形 ， 以 诱导 定 阿 为 其 定 
fj, М» Жул 维 连通 定向 流 形 ， 如 果 COMER] f. Ə M — M, 可 以 延 


OTRA CONRAD ES MM. MATTH £ 4 E Ш{ z, OU 


deg(f; y) —0, А 

证 明 Jc y ВЕЕ fF |an, BE ШАЯ У Р ЛЕНЕ. "X 
致 的 1 СС ДЕШ ЛЕ FC GO CB Š 1E 6) 为 六 线段 和 圆周 的 C 
Ja] E Se TR 2E TERRE. FUN (И1 EE О JR S0. 有 边界 
HA. HEIM, FE. $ Ap +, ADS FO (n) cp i 3E BOR IE, Hú 
ЭА, == (d, bi), i—i,- FEER: Sign feas tH Sign fer, —0, B] 


i=l 


Jb, deg(f; у) = >] Gin f.i Signa) = 3f 0, 
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”MM 的 定向 和 M, ВОДЕ ВЕЕ A, o — 4" Ru F B xE i: A 
(OG, X02) TM 的 一 个 正 的 有 向 基 ， 其 中 X, 与 À, НИЛ, 
Xi Bes TA, 的 定向 为 所 需要 的 定 油 <> Pus E OX ne X LOI 
JTM HEARE. Hhh AA Fla Sy Р. (1) —0, 

令 X , (z) Н z 处 与 A, 相 切 的 正 向 单位 向 量 (作为 线段 


HORER Mo: 10, >A ARNE, Melo (E), 


no (39) — Au, Wii c (S0 е А A, 相 切 的 单位 切 向 最 )。 


WAS X, 为 С! Ду, JE B. X .(z)#£E— 3 RE GR у b.) ETRIRLM, 
前 外 边 , EIS IURE X (5), o, Xa (О) Ж ТӘМ, 的 一 个 基 ， 则 


[X00 X ӘЛЕ Ж ӘМ, 的 诱导 定向 《参阅 第 三 章 3 3 定 
X 2), ӘМ, FE b; BJ TET, dk Sign fei o 十 二 而 在 男 一 个 边界 点 
a, ЗТЯ М o АБ, ЖШШЕ Н ш С баз), X, (б 0 
DMA ETI, ТӘМ ка, B9 ER, ЖЕ Sign fus, = 一 1( 图 23). 


— И, Yt y 29 f oap E 5 F WEN. 由 引 理 2, 
deg(f; z) те y HEDARU 中 为 常数 。 因 此 ,我 们 可 以 在 中 
取 到 五 的 一 个 正则 值 z( 由 引 理 2 正则 值 的 称 密 性 ); 从 而 

deg(f; y) = deg(f; z) =0. 
iX ER T 5|[BR 3..— +. 
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引 理 4 |Z ,为 n 维 紧 致 定向 C' 流 形 , M, 为 4 ҖЕ ДН 
C HUE, F: [0，1] x M, M; 为 连结 C! 映射 f(x) 一 六 (0, x) s 
g(x) = ЕО, х) 2н ОНИЕ. IF fsg 的 任意 共 司 的 正则 值 加 
deg(fzy)—deg(gig) (图 24). 


图 24 


证 明 由 [0, 1] 的 通常 的 定向 和 M. 的 定向 祝 定 了 积 流 形 
А [9, 1] x M, É HE [n] {如果 £ 为 [0, 1] 的 坐标 ， {ou 一 [X (2), ttt. 


Х,а) аем) AM: уе, И] 9, X, Gs s Х,(а) | 


为 [0, 1] x M, 的 定向 ), 并 且 {1} х М, RAAL, 1] x M, а 
WWE SEI, 101005 х М, 具有 与 由 [0, 11 x M, 的 定向 确定 的 
诱导 定 间 相反 的 定向 ， 于 是 ,由 引 理 3, 
0= deg(F| co xu, #) = deg(gi y) — 26207; 7), 

HH дев(ў; у) edeg(g. d ` 

定理 1 2 deg{ 形 四 不 依赖 二 正则 值 y 的 选取 . 

证 明 07,2 90 fiM. M. 的 正则 值 ， 由 于 M, 为 连通 的 
n 维 C 流 形 , 页 根据 第 二 章 S 4 定理 6 (相应 的 定理 中 将 CT 改 为 
С, АБЧ В НЕ), АЕТ Ida, 的 C! [gf 
h: M, M. RD ==. MAR, h 保持 M: Е, EL 

deg(Ro f; h(y)) = T Sign (Ae f), 


TEOFIL: 


кєм} 
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== > Sign (A. roy fer) 一 >` Sign fe 


ETSUPFTTI TENE refs 

=degí(f; y). | | 

如 果 F: [0,11х M,->M, Ад h ЖП Td, 的 C* 同 伦 , 则 G: 
[0,11 M,— M,, 608,2) FC, f()), 000,2) =F(0,f(z)) = 
kofir), Gl a= FO, f(x) Idu,(f G2) = Рз), РЕ, С 为 连 
Askf 和 了 的 C e. ЖЇНЇ A, deg(A-f;z) —deg(f;z), 从 
їй deg(f; y) = дер (д f; h(y)) —deg(hs f; z) - deg(f;i z), 

3EX.2 称 定 理 1 中 与 正则 值 y 无 关 的 整数 deg(f; 2228 f (69 
度 , 记 作 Чер}. 

定理 2 ”如同 引 理 4, 为 连结 了 和 yg 的 C" 同 伦 , 则 

degf = degg, 

证 明 Bj meas f(C |) =0=megs (О), Ж meas(f(C;) 
Ug —0, FE, FE € M,— (F(C;) U g(O,)) A f 和 g 的 正 
WE. mS 1 和 引 理 4 有 

degf-deg(fiy)—deg(gig)—degg. Ж 

Bil 定义 1 中 ，(1) 常 值 映射 c: M —M;,e(z)= уо, ШАХ 

| 975v 有 


dege—deg(ciy):- Ü T Signe,,—0. 


(2) 如 果 f: M.— M, 2J C! А, RUE 

deg(fi) У ^Signf, -Sigaf,, |^ p fE PEI, 
267100202) —1, fix 转 定向 . 

(3) Ж M,— M.— M 为 紧 臻 过道 的 С! WE, f: MM 为 
反 转 定向 的 C' RM, RU f O Ее Та, ОШИ РС 同 
fë F Idx, 则 由 引 理 4 | 

—1= дер (7, y) = дев; y) — 1, FJA. 

5/2 应 用 引 理 3 可 证 81 定理 7，( 反 证 ) 假设 存在 C 映射 
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f; MoM {E fl, — Idi. 由 引 理 3, 对 用 ,的 正则 值 y 有 
0 一 degCf [n y) = дев (Та, y; y? = Sign (Id, s= 1, FĀ, 
例 3 fi:8'8', еп (ее) =e", KEZ. IPTE p ЭЁ 
ET S: {Ж.Ж 
0, #=0, 


degf=deg(f;e 人) 一 IC 
名 Signf , ( 2 кт). кє? 


0,  k-0, 
=}, ‘Signk, 650 — 
例 4 反射 ?1 全 一 全 定义 为 pi n, xn) m (ul, or, 
=r"), B WERE ct ISI ñ) C" AE. 
ЭЖЕШ т; S" 9S", т (жу 二 一 J 二 Tjorgorropnri(2) 的 座 
дерт == > Signr,;, = Зір ср —(—1)"*'. 
于 是 , 05 п WRR, S" 的 对 径 映 射 7+ 不 С ВИЕ Idas, (XE 
H ikr O H fe TF ids, 则 由 定理 2， —1-(—-D'"'-degr 
—degld.. 1, FJS | 
例 5 8° LEHSEAETEO f С! Jn R£ «— a 为 奇数 ， 
(=) Ж#Н л=2т—1,Ш4 | 
X (al, ee, a?) — (a, т, gt, ON matel 
因为 <z, Ху —0, lk X (z) 35 8" 在 z ШУШЫ, АХ УЕ S" 上 的 Ce 
ЖА RE. 
C) Ap S" БН 4 RR ARR dto К) C: ED E X, M P; 


[0,1] x S"—S*, F(0,x) —zcosnÜ-- HOT ji sin х6 ҖЕНЕР O, х) 


=g- lda) ŞS FU, )——zr-—rGMBPC mt ОЕСР (О, т), 
F (0, 2) = cos?z0 + sinn =), FE, S" Wa we BF n C' 同 伦 
. 220 • 


于 1dS*， 由 例 4， 当 为 偶数 时 这 十 不 可 能 的 因此，# 必 为 
奇数 。 站 


$3 人 切 向 量 场 的 指数 和 Poincaré-iop: 
指数 定理 
` 作为 度 的 概念 的 进 -- 步 应 用 ， 现 在 证 究 С" Ж ЕЁ C HJIH 
量 场 在 其 狐 立 雪 点 处 的 指数 和 Poincare-Hopf 定理 AX EXC 
TOME AS WS Ж ИЕЛГӘН, 
引 理 1 WUC R 306JFEE, X: U—TU- Ux RS C= 1) [n] Ж 
B, PEU АХ BOXER. ПН r h B" ЖИЕ ААА, 


[.9. д V. sprich 
Mox az] 0,425 j, 


ESE]! eo =, Dwa EN [ze (2)* ,. 
il ї=1 
S*71 (70) = (z€ R? | |< p] 0) CU, ШИЙ 


X _ _ 
XG)- [EST gni (p) St 


的 度 degX | S""1 (9) Ej Еу 的 选取 无 关 , Foe X ХЕ Р 的 指数 ， 

证 明 8 0, а, S" (n) cU, š=1, 2, ФЁ:[0, 11x 
S"oS" LEG) X (0 — Dri tro, ЕО, y) Х (rg) = 
X (х) sse, F(,g)-X(rg)—X(r)|sv- o5. 8188 2 定理 2,. 
degX | ,»-1(,,,-degF(0, *) —degF(1, - )- degX|sn-cio,, 4 

引 理 2 Ш: ВНЕ НЕ ОСУ АИ, НРО) = р, 
Hi ТЕТЕ {# f НА ьи йу СЕ F:[0, 1] x R"— R", F(t, р) = р, 

证 明 先 假 定 700) =0, & G:[0, 1] x R*— R", 

| sa 
(1,2) 


Jim f coL 
н 
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其 中 Bm f) _ Hm f (uz)— f(0) 
` м0. u .ü* 


ч н — 0) 


n af 
À u 


u 


- 


-SMos. 
HAZTE OA DEROHCUSBAMHIOL EP TES 
i-i 
… Р. CT 函数 则 对 所 有 的 CER, GO, х) = Sf), 


900, 2) 91 f,(0)zt = 2225 (02, 60,2) = (а). FÆ, fC 
FIR TEEM 


Ifin.. Әр, 
2f oy. со) 

э ОУН - |) 
faco) Afa qo) 


:由 第 二 意 §1 TA fe СЗАН 0:[0, t]->GL(, RO, в 
900 (Sf), oO) = IO ИНИН. 但 是 , 如果 应 用 2 维 


平面 的 旋转 和 归纳 法 可 证 ， 必 有 一 C0" 道路 将 O(n)* 中 任 一 点 (行列 
RA 1 DEZER) 与 LARE. -因此 ， 上 述 的 0 可 以 取 ся. 
EH: To, ]]x R'mB, HG, z) == "o (tJa AE fi H (0, z) = e (0)x 


-52 2 (0)z' MHO, z)=c(Dz=1,=s=lds"(z) 的 C= 同 


Qc. AUR 如 * 同 痕 的 传递 性 , 存在 连接 f aldeti СВЕ: ГО, 1] 
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> К°, HEA P(0,0)—0. 
对 于 一 般 保持 定向 的 Có Bs f: R" >= R°, (р) =p. gu Е. 
而 的 证 明知 , 存在 C" IRE K:C0, 11: R° > R^, EO у) = fn 
a)-f- FP YP, KO, 9) —idan(4D, TA, P:[0, 135 
BR'—R'uFUO, =K, хр) Рр) = K(t, x—p)-p, FOA, 
В) Р, Р(0,2) = К (0, х —р) -р=: flx), FPO, x)= K(l, x—p) 
р cilde (0), АЕ В f ЯП Тав "АВТ Ко CU, —db 
推论 1 设 0VCER" 为 凸 六 集 , РЄ, f:U— R", Ср) = p 为 保持 
^E n] Ë CTRA, B fr f COBRE FID. 1] VY->R", 使 得 PF(0,2) = 
fole) = f(x), Е(1, z) fia) idi (z), ЕСЕ, р) =, (p) =p, 
ка, -) -f,C* iU R' ARRA, 
证 明 ”类似 引 理 2 的 证 明 , 只 须 相 应 的 部 分 改 为 
G, H, F:[0, 15 UR", 
fiU-R', 
K:[0,1] x (e R*|p ryo U) — R". +F . 
引 理 3 RU VCE ARE, Р-У 为 CO" 微分 同 胚 ,下 为 
下 的 0 转向 量 场 , 它 在 下 对 应 于 六 上 的 0C" 切 向 量 场 为 
Y=f.°Xof 
ИХ {Ей Л ex» 处 的 指数 等 于 了 在 f( 妃 处 的 指数 
证 明 НЕС {ЕН sa ЕЛЕЕ (ЕЕ ҖЕ fo) = 
zik RUE CREE p РОР) = 0, . 
因为 C") EQ EE TERES. p КЕШЕ УЕ ay ix Wm ЧЕ 35: 
ТЕЛӘ Жал p BS ERI ILES IE DE, MCN A Berk, U ANE 
当 了 保持 定向 时 , 由 推论 1, 可 构造 C" R5 08. Z8 C ALAS 
FG, ) — 1 +): Ra fof, fiM, f.@)=0, MF 
的 C" dL o, 118958 3k RE VT H, FE 7720, 使 得 
SC [| fa». 


£D. 3 
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i a 


- 令 与 UV 上 的 0" 切 向 量 场 X 相 对 应 的 f(D0) 上 的 C 切 向 量 场 为 
X= fiae Хо. REET O ACREA h 的 球面 上 
都 是 非 零 的 , EIRT Ж 577^ (r), BUS, 


X (a) EO [0,1] х8%-1(т)->8"-? 


lX (z)1 
" о Хоја) рушу XG) _ 
为 连接 Хо) - Jro Xefa] 了 Cw) т Хит) ] X (х) | 


Xæ) 的 0” 同 伦 , 根据 $2 X PE2, дер (z) | ie = 
degX (а) | extn 这 就 证 明了 X 在 孤立 零点 处 的 指数 等 于 在 
0 的 指数 . ` 

M f= р, (хі, e, €) = (х, 56,0771, ат), M 38 
了 -了 eoe 


X 
= ° ep 1— pe en! —— - 1 .<, тш үре -—. 8 
poeeX oes YSTyp [osxso sil ^ pe 


p —peXop-. Hist A Diod ts Bu fiet C ӨЧЕСЕ I 
X Жун] Ж degY | 5s250;—degX | ssi 
当 了 为 任何 反 转 定向 的 CT CH AER, feo 为 保定 向 的 C7 
ВН. 
F=f, Xof —(fepop),oXo(fopop)"! 
= (рер) е (puo Хорт!) (ўер). 

”由 面 已 证 的 结果 立即 看 出 了 与 pue Xop- fg 0 点 处 的 指数 
HI, puo Xo p^! 5j X 在 0 点 处 的 指数 相等 , 就 了 与 五 在 0 点 处 
的 指数 也 相等 . І 

定义 1 WX рп ССМ, D) Ef C^ UL aii, РЄ 
于 为 站 的 孤立 零点 MXE p B ESE Up FUB — 4. (OE 
S АЕК, PED, di pk X ХЕР ДИН pe Xp 
[RESI MEUEIE ERE ETT (ШП, pE jit 
-到 无 关 , ВАЕ EXE JS URS ES EAD, JE TRO Indi X. 
= 224 + - 


BHI М-С ВЕЕ, X(y—a* (ЕСМ) Е í M 
上 的 一 个 C^ UN 15,0 Xj HERR. H 52 ИЗ, 
Ind, X -degX(z)!,!—k. 

ЖН, X (2) ZEND d (121,0) = GP g^, 0 E TM. 
上 的 一 个 CHI iE, 0 为 其 孤立 Жо. HE S23, Indi X = 
degX(z) |g! -: —k 8 0. 

B02 je SC Е" 为 通常 的 C" [DR ADE, X(G)-—p»—(. 
EE PES, p= (0,+-,0,1)54Е5%. В CX G0), 2) — Cp, к) — Cp, 
2)-<20,х)=0, Wk X 为 人 上 的 CERE, "dg РИ Jü Sr 3: 
点 了 和 一 2. * | | 

Ж ЖЕФ з Жз, р, VEU, =5"—(0,-+-,0,—1), quU, (Qi, 
vsa 1) ЄЙ i=l, е, вр фу) ЖЕ Ср 0, 7, 0, 
一 1 投影 , 则 gius Xp A e1(U) БН СИН SE, "dk 
点 的 切 岂 量 都 指向 中 心 (0,…,0,1)， 因 此 ,由 $2 全 4， 


Ф 11 
Ind, X -Ind рф: |° Хот! = дев P» x ‚ 
іж 1 g ' 


—deg(—a)|4," 1=(—1)". 
ЖИЙН, Ind X. -Ind, (pias X opu 


a Х 1 | ` 
=deg i 5 2 | —dega|,""!—I, H e ; 
Ëq p. o К» 21) PS grla У XE. 


HE. 
| 定理 “1(Poineare-Heogf 指数 定理 ) EM n $ 0” Gç. 
UE, X 为 好 上 只 具有 孤立 零点 的 CHE ЖЮ ПАШ ИУ ЖО. Н. 
有 有 限 个 ), 则 

> Ind, X = озат bM), 


Xiri ð 


Hb ХОМ) МН Euler 示 性 数 ，& CM) AMHR i 4° Betti $,- 
йй HCM; Бәй. 
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注 1 Poincaré-Hopf 951, C^ UJ Ip E ES EO ER Ж ЖЛЕ 
的 一 个 拓 六 不 变量 ， 它 不 依赖 于 СЫДЫ RESI RER. 335b, 
C" 切 向 量 场 在 狐 立 零点 处 的 指数 是 其 局 部 性 质 ,， 而 本 定理 得 到 的 . 
结果 却 是 整体 性 质 ， 国 此 , 这 是 反映 局 部 和 整体 ,微分 拓 并 和 代数 
拓扑 之 间 相 联 系 的 极其 深刻 的 定理 .这 一 定理 的 2 维 情形 是 由 
Poincaré 在 1885 年 证 明 的 ， 侈 部 定理 证 明 是 由 Нор? fr 19264 
完成 的 ， 另 一 证 骨 参 阅 [Bott, R. and Tu, 1. W.]. FUE HA 
一 系列 的 引 理 . 

B[EE4(Hopf) ВЕ ОСЕ" уо С" Е Sc XL, X: 
U>TU ААК ЗЧ Cn Bu E, EH EXE RAW Е X 
dig U fi bF TEL, 则 | | 

Ў! та, х= деву, 


хек) -0 


其 中 N:3U— S7, z К> N (z) (z 处 的 向 外 的 单位 法 向 量 , 然后 移 
到 县 * 的 原点 ， 图 25) 为 nn 一 1 d iñi 2U RJ Gauss St, Ж ӨШ 
Ж, 这 指数 和 不 依赖 于 X 的 选取 . 

证 明 ig z, es n€U —2U--U39U h X HARMER 


mm 25 


{因为 在 30 F. X dE U BD 9b IBI, c X (x) 0, 2907), t 67-0, fE 
得 e- 球 体 Olr, e) СО, <= 1, s k, НАШИ ЛКЕН? TERE -A 


k 
gita dUEU- [Joc е). 显然， 
i=} 
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y X(x) , — R-I 
XO) - ECT E QU Joc. 2 > 


为 C^ IS CX (z) 8 IL ER* 的 原点 ). BN X lav Ife T N (Os 用 
平面 旋转 ), 且 每 个 小 球 闻 2O(z,, е) 上 的 诱导 定向 恰 与 它 道 常 的 
定向 相反 ,再 由 8$2 引 理 3 得 到 
0= девХ | + — deg X loc + У degX loo 
( U ео) i=l 


acu 
i=l 
k 
—degN-. S Ind, X, 
i-L 


Bp 5 Ind,X—degN. + 


Xix1-0 


定义 2 dX Жуп ЕСИМ ER CHR RD, p 2g X By 


MPR. ДЕ Р ВЛА О, p), (mb, X= Seg 


aw" 


a^, a") l= (0, 0), (905 —— Шү p 为 


ХАНИ Н, ШКАЛЕ. ФИШ ЖУУБА 
А Йу RER. Wh, фо), {о р їз — ЛОВА b 


" 
d. 
| ob* a'y? ' — Jot да! ди! 
E @ю)= (2 ETENI 257 T EL Эн? 2). 


"(Gun ау. 


显然， 25 ОР) Ms (38, За (р) HER 


227 = 


a 


Sign( 22; ср} 607 ) 

AY p.s Херу EM p U) LS CIEN RR, VE Y 视 作 
sp QU) Rui (a! (9), ^, a" (и) УНЫ, Ep 25 X BodtoB fe 
Жн Ур В" R ЧЕТИН. 

引 理 5 ЧЕЙ л> 2) X (dior H 

4-1, deu rus dei n )>0, 
"Ind, X = M 
—1, detr oem = Cot 99 (p) }<со, 
dir Frye JY esep HU Jacobi £i, 
证 明 [N25 p 79 X АБЕ, i 
аел =del (во, 


ЛЕ, РАГА qu O0 (0 ЖИЙ 到 Ro epigr d 
的 СТЕ, B. Ф.С) 28 Y BE Xr € nt, DA p 29 X BJ +f. 
м. TUE РЕ, 25 o (р) = 0. 

”如果 det suu o0, BEY fei, 由 推论 1， 了 js, 能 CUÉ 
15 5) ide ifa 7 B| А, EARRA, Ak, Ind,X —Ind, „у= 
Ind,Y пй, = + 1. I 

如 果 detJy,,. 0, ВПУ Faden, ШУ |26 {ШЕЕ С” 

A Е.К 1па„Х<—1. + 
引 理 6 Ut s Xat CEN TA МСК“ L. By C^ ар Ж 19 
XERE AX 看 作 Mo Rr BRE SE CX (т) н), HU P 
点 的 Jacobi ШЕ Xu, : 7,4 - T, R: = R* 将 T, Mk h] T, M C R: 
( 移 到 原点 )， 如 果 这 个 北 性 映射 的 行列 式 五 关 0， 则 了 为 天 的 扳 
41, D7-0, 
AD, | 88,5|" p<0. 


> 228 = 


AF98 RU, Ф), [ul 38 P з FO ER AA Ж, а= фт! pU y- M, 


WI UiS ha т) =) АИЛ Т, 的 基 . ^X AS 
Ye.) = 07), X oh, zh(0) =p QD). 于 A X G0 


я. . -" ә 
= А. CY) == У ahas (25) Уат, f X00 =. 25) 
521 © s= ` 


ә > л, ) п 
fY. 9 y. 20Х-А(и)) . » да? 
= (Х Dala Pa FPQ = 250 t, 


Doly ， 再 根据 a! (87 (9) =a pa) =0 得 到 


34-1 
Х.б) = >= да! (4-1(5))t CT, M, 


ЖШТ Х,„% T, MTM IS Ñ B: Wk 9 B fs B| D dei 
(Sa (i )， 对 向 量 场 了 应 用 引 理 5 并 结合 定义 2 得 到 ， 当 


D — det (S50) «o MAC Ср) = p (p) 25 Y DEAE, 从 
而 ?为 三 的 孤立 零点 , 且 


+1, det За Ur (9) )- 229, 


Ind, X —Ind,gY = # 


—1, de( 5 (ur '()) )= p<. 
引 理 ? МСН?) н Е XE C" WU, WEE e>, EA 
U,-izCR' ff dE y€ M Ele- yje 8 СНР. 
如 果 X ЖМ Ef ЯВ ЖЕЕ Pus FEX СИНЕ 3-3, WJ 
>) Ind, X —deg.V, 


Eip 


„+ 229 » 


其 中 МӘ —8*- 13 9U. By Gauss 
Mini Fale, ЭКЕ ЛЛК Т 
C" 向量 场 的 选取 (图 26), 

证 明 AJ. W. 米尔 诺 , .能 
人 驼 城 译 ,59 页 问题 11，12，110 页 J 
Ri[Munkres, J. R. ，b-S1]1 可 知 ， 
存在 e20,U, Xj k ҖЕ СЮ. 图 26 
对 于 260, (а) ММ х 最 近 的 点 ,此 时 2 一 r(x) 上 Too M 
(ЖЕЛ т, MAHE ET „М, (o r(2), 0) = 0), B. 
S4 e 充分 小 时 ,r(2) 为 CTUM. 

考虑 距离 平方 函数 f (z) = is rente eren, z—r(2z)). 


B x—-rG)À т (а) ibi Е, 2 За А "СО БРГ, Ж 


x Ae — T (z))° ) è 
27 —221(а'—ту(а)) (8-975) 


ga 
da! 


2647, (z)) —(z—r(a), # у= 26— n G), 


Fa J TE RR* 中 通常 ( 关于 (元 =д} ) 的 梯度 场 为 


507: 997 
gradf = 23 Эг -2 一 2(z 一 r(z)). 


puc, ЭНӘ, = f^ (е2) E &k— Aa Bate PPS AR DEL Ed 1 29 
_ gradf  z— r(z) 
NO udi E 
+ X 0. E BS Стан Y , (E58 
Y(z)— (z—7r(2)) - X(r(z)). 
[20 XCr(z)) fü z—mr(z) 分 别 为 >fz) ЭР ЛЕН БЕТА А] 
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景 ,所 以 当 z€ZU ДЖ 
Qa), N()»-— carin £—r(x) i (xe), 2700) 


= >D, 
BJ Y {ЕШ ЖК 2U, Еш ЛК РАЖ Nha i). 此 外， 显然 有 
Y-0e0—CY,F»—4—r(z,r—r(x)-c-XOGO)XOQ0)) e 
z—r(x)A X(r(x))—0, RE WE"H Т Y Bug n Хору JA yG 
RW. | 
在 零点 РЄ МИК. XT EN o€T, M, С” ЦЕ (CO)C M , x CO) 
= W FECE) = at) —r(z(C2)) + Х((а(Фу))= Хаб D, 


. i i 
IE E -5% 22 M Ү.(0) = X uH РТР vOT,M - 


== (u€T,R*'u | TLM) (p A АЬР МЕНЕЕ ЙЫ), Ж Ypi to) = 
{р--{ру— r(p—iv) + X(r(p—- iv) = te j XC), Y, (n) = 


Ix ; (роо. 于 是 ,detJy。 =detyJzsw 再 由 引 理 5 和 6, IndY, 


=]nd;X, SJ, 根据 引 理 4 得 到 
| T Ina,x= >] Ind,Y= degN. + 


X:ry=0 Fixi-0 ` 

BEARSIZS 7 告诉 我 们 指数 和 不 依赖 于 NL 上 的 只 具有 非 退 化 堆 
点 的 0° 向量 场 的 选取 , 而 定理 1(Poincaré-Hopf 定理 ) 又 要 求 这 
指数 和 为 XCM)， 为 此 ,我 们 寻找 一 个 特殊 的 0" 函数 
f—-L,; M—R,f(5) = LG) = lz—2]*, PERDA EA, E f IÇ 
梯度 场 X —gradf 具有 上 述 性 质 ， | 

ЖИЗ EMCR $ a COENTRE, 

TM-={ix, DEM x Riv | T.M -R* Вк R**, 
MC АЖ CR HEB, TML АМ ERST kn 
+231» 


— i Ah, eTa: A DEE aa. M 


的 Cis JA f ЛА xli], 于 为 底 空间 , Б" |8], жї М2 

M, aiz, o) =% HIER, z (z) =TM = ir, 9)E{r} xR*rlv| 

T, M} 8-5 2 СТАЕ (z 处 的 车 空间 , EE T. MER, 
йи ADD MADE (PR) А, CE c (m — E CRE. 

WE, e), Q, +, ш) M йч FE — ARERR z(u) = 

gz | 

ды! | 

e G)€UCM,(G,0) - CPG0,QQD | + DIET S, s, 

. . 2x 


cu" 


25 Ж Tus M 0 Ж, ТС (РТ), La) 的 行 向 量 恰 为 


T «o M+ 的 基 , AHER I ЕВЕР C) dE. FE, E LP SU < Rf R" x 
E | 一 (PP 
Rt, у (т, hat) motns v ( Р Q ) ) 
(u, (i! 3:0), 显然, (U x R° р) M x Вен, H. 
(z(u), 9) €T 4 M Ee o3jC— СР)", E, Ai А ЕА 07 
—(P-'Q) v) 
P Q 


<— p= Gr, eng) n, 0, "+, of 


«— (a, v) 对 应 的 局 部 坐标 (w， 


(sgh, 一 ` 
0, Bib, TM XM x R* 的 0" 子 
fd АА, 


定义 4 E THI H, 
E(z,v) — xto TAR, “端点 "映射 
ERT z, v 是 0" 类 的 (图 27). 

AR (9, v»)€ T M^, y — 94v, 
HETEC vabig Jacobi 矩阵 的 5— 图 27 
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PRA eh, ШЖ yg HERA М, 9) 的 重 数 为 u= k— 77-0 的 您 
A. dn E rE 8S 六 使 y 一 9 二 5 (M, Qf), ШК g 29M 3 
焦点 . | | 

5j 8 n 3k СЕТЕ МИС RBS f s dE & F X Кер 
Bud ИЯ, BI measF—0, #11 UL, xt JU? Br4 O3 СВ", K 9 不 
dE M ifo fe gs. | 

证 明 Aa GMER <> g ЖЕ, TH E АН, 
W $1 Sard st HH, 

measF —measE(C,)-0. + 

为 了 更 好 地 理解 焦点 的 概念 ， 引进 * 维 СЕ ЕЕ M C R* 
关于 局 部 坐标 系 {al с, uw SE L. SE TT 基本 形式 是 方便 的 . 

iE r= (ш!, 5.6, u") = Ce Cu, n, x500)€ M, 第 工 基本 形式 


со - ((35, 25 y n»n MERRER. LUE AER LO 


Ж п хо» ЖЕКЕГЕ ЧИЕН, 其 中 14y 是 向 量 2， 甘于 T... MG 


gu: ga 


2 1 
T Mt ТВ: ЗЬ, В (557) ` Ë: ое М, fl 


(о, 52 o (os LD AMEER Сиу А о 的 第 UL Ж 


本 形式 . 

甘于 4 的 mkh fedet (AI (рь) 7! (€o, 1,45) ) =0 det (Ag, 
— G, L5) 一 0 的 根 天 +, КСЕ (он) 7! (Co, ГУНЕ) 
称 为 М ерл (ш) Ауа o fig E НАК. dm (да) (Co, DAE 
5b, ЉТ Со, (20 ЗЕ, Ji] K,9e0,2—1, n, ЗЕК KI 5-6, 
K: 为 主 曲率 半径 . 

sBE9 ji(g:0€TM', WM grtv2b CM, 9) 的 重 数 >o 
Bg = ЖЕ С to 7) 奇异 且 其 秩 为 下 一 上 
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证 明 由 定义 3 和 Schmidt 正 交 化 进程 可 选取 # 一 4 全 关于 

u [з C^ 向 量 场 Wala, su) = WuO),a—1, s, k—52, ERW: 
-Wrona Тоо М 中 的 规范 正 交 基 ОЖ E Se frg A hz p RO, 在 
RA TM 上 引进 局 部 坐标 系 (ul, s ut tI, 087) HF: Ош, 


k-n 

tty и", Ü, Tt, 15 M PETER GS, е, н"), Уб, ы, we 
æ=l 

TM-. Wki E TM-——R* Си, 6, u", theres, EE Yy = 


k-n 
аба, c, u) S W Сыт, е, uw) 8 HH. ЯНК Jacobi 4104 25) 


25 LE l aw. 
| ди! Qu' Ән 

2y Әз x8 BW, 

Ae | _ [Эш] 2! рш 

如 

1 W, 


ЗЕЕ Наа RRR IU а 28, ees DR oe, Waon fE 
内 积 得 到 kx & ME BE 


(Go re) (їс - 


Py 


їй ФА, CHRE Е fa Jacobi Ж БЕП PRESS x CO АННО, 0, 
是 R.R ЖЕ 
234° 


(5-25) 43-95 22) 
-(2 , S {> Was ET x) 
«(Gr hem.) 


= {gi 480,1 i?) 


iyd Ева, 其 中 to DEW FRATRER 


а. 2y /2W, $2 ( d). 
? IUE gui Qu hg/ Wo z ig 


tic STR, q + t» 26 СМ, 9) 的 重 数 a0 RASER (go 一 
(GL ВЕНИ Ан. d | | 

引 理 10 E + q 处 的 单位 法 向 县 ， 则 (M, 9) 沿 点 4 处 的 
法 线 E (q + to ER) A ЖАКИН @-+ Kto, K 580, 1i <a. 
ЕНЕ, Ht l BERA, Di n АЖЫ k REH). 

证 明 BEDS (DERE, Bea (o UD АРУ, £0 H. 
3b det (gu, И) -0 f ib, MESK, 1= K Nl 
(gs) (o, Lo) ИРЕШ. SEED, FUR q+ К!» ORM p i 
为 五 ?作为 特征 值 的 重 数 ， 井 

定义 5 муп CEA M-— R X C ШЫЙ, РЄМ 
2g fils TER, Й Crankf)edimR--1. 因此 ， (тап/)»=0, 且 在 
p 的 任 一 局 部 坐标 系 {x 中 中 ， 


OR 


TE f M A PEM 处 ， 如果 和 矩阵 


,如 Р) >. 


321 (р) yis, mi 
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称 了 为 了 的 非 退 化 的 临界 点 ， 设 让 守 为 9 的 另 一 局 部 坐标 系 ， 风 
mf (р) = 0 得 到 | 


_ 2z* Әг! 2f r! 
2E гт) )- QR xA E ag i I x) 


o) (ases 5р) 


оет PENNE! dO). В.р fidit 


临界 点 的 定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 ， 

ENE VEM п С°, >С" E fF; MR ills 
Sg. RIE f f p At Hessian 29 T,M 上 的 对 称 CERE ERI 
Ж fo: Ta M x TQM 9H рК: Ж о, oC T, M, WERE TRE (629 
M 00) 6° 切 向 量 场 v, 0. A fs, w) v, Cof), MB sss o 
因为 


9, (f) — 9, (pf) 一 [和 #157 = = 2, dr = 


0, С fe, w) —PyDf) = (ре) = fas (ш, 0), Bl fu 是 对 ЖЕ. 
ХВ 9, Cof) =e (@f) 5g v Е 9 无 关 , ies (of) —w(0fo w 
的 延 拓 D ER, fuu 是 定义 确切 的 . 


设 {z 人 为 了 的 局 部 坐标 系 , v— Aeg zi 


р i 
-xwg Fra 


o = $9 S Gib, ДЕИ S 3 (92188, ЭСЕ. 
#=1 
到 м k). Mi 


f + (b, 0) =+*(@f) = 0 62.23. = 5 аі 23 (р), 
(> ) 2, erem 
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HH. E (9) ) 为 双 线 性 函数 fu. е 29. FRR, 
我 们 称 Pndf,. -Ind;f--max(dimV |VC 7,M 为 线性 子 空 
Phs fas EV БАЕ) Je E р) 的 指数 ， 称 fs 的 零 空间 
{DET M АЕ ЇЇ ec Tp M, fs. СА ш) = 0} 的 维 数 
Nu!f,,.-dim {pE pM iX] £f оТ, М, faalt, ш) =0} 
2b f.m rH 
SHE11 的 临界 点 2 是非 退 化 的 全 Nul7v =0. 
证 明 (一 ) 设 ， =- са ,如 果 对 任何 光一 UE 


|» 3s p 


л 


有 0=f. (0, ш) = S abi S (p) 
i ' 21 aros 


= (a', =, a" (292 T ”%; ) 因 ( S1. AI 102) 


JE RS, ea R, e, b) = Cal, --:, 2e 


ay o»). 则 必须 (ab 


n а? 了 = 2 D. изу ... _ 
E Je FÈ, ба, 6,09) = (0, 566. 0), »—0, H 
*Nulf,, == 0. 


Се) (DERGE O) ss MEE (а, а) 


(0, 7, 0), TE $83 (a , з, (ss 0) )= (0,-..,0), FEH Hi fil 


`. b! 

(b' S57) 有 f<, (>, w} = (a! La ah). (33:1. oy: E Bil 
. р" 

Мишу, 0, 这 与 已 知 Nulf,, =0 483. H 


" 2375 


mm S 


Morse 指出 , f dk p АЙЕ DRE ДЕШН f dep 点 的 指数 所 描述 
引 理 12 (Morse) VEM n AC" 流 形 , РЕМ AC HN f: 
MR 的 非 温 化 临界 点 ， 则 存在 ? 的 局 部 坐标 系 Q,g), (y' } 使 
fiy (p)—0,[—1,--,n 8 
f-fG»-qi- qot (gie qnt, 
Ж A Indsf.: 由 此 公式 明显 看 出 p 为 了 的 孤立 临界 点 . 
证 明 首先 证 明 , 如 果 了 存在 这 样 的 表示 , 则 (4=1ndsf， 因 为 : 
fip fa — CF (Y —-—OGCD FUOD + 


-to'GDOO, 
& fo, AFET ,| 的 矩阵 表示 为 | 
4 个 
— 
(zo. 'ду? ;(9)- 2 
2 
# 一 44 个 


因此 , ERE TaM 的 一 个 4 维 线性 子 空间 , fx* 在 其 上 是 负 定 的 . 局 
时 岂 存 在 一 个 Tpi 的 # 一 人 4 维 线性 子 空间 Vo fe, 在 其 上 是 正定 ， 
的 ， 如 果 存 在 T,M 的 线性 子 空 间 Fa dimV;2-4, H fx 在 其 上 是 
负 定 的 , 则 fe. 在 VL V se (0 上 有 既是 正定 又 是 负 定 ， 了 矛盾 ， 这 就 
证 明了 4=Indf, , —Ind,f. . 
现在 证 明 引 埋 中 的 局 部 坐标 系 {W 车 是 存在 的 ， 显然， 可 以 假 
д р 0, РОр) = (0) 一 0。 由 第 二 章 § 3 定理 1 的 让 明 ep. {ЕР 


的 某 个 局 部 坐标 系 (aty үр, FG, my n = Ја, Gs amy 
: $-1 
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f! sm 25 (ta, Ug іх"), f; = 2 (0), 其 中 
(Gr, 0) 在 0 的 某 个 凸 开 邻 域 里 变动 ， 因 为 0 是 /的 临界 点 ， 
10) ЭБ (оу =0， 所 以 再 一 次 应 用 第 -: 章 $ 3 定理 1 的 证 明 中 的 
公式 到 户 , 得 到 ` 


Рб, a", 2") = rihun z"), 
i=] 


其 中 hi; 2 cC" ВЖ, h (z), e, xh) = 25 (zt izt')dt 


f, (oni loc A (ит, e, ua") du) 


=Í Ur (uz! , = 0079) dt, 


tgr 


u 


di 


tr 


EX hu = ha B. h. (0) = d e) [ (['«4&)}ш =+ Ў (o), 


g'or’ 2 Әх*'дт? 


于 是 ,f(x' ,2") 一 5 ўлі (23, 5, а”), 这 式 子 提示 我 们 应 用 


hj-1 


:线性 代数 中 二 -次 形式 化 为 对 角形 的 妇 纳 法 得 到 本 引 理 的 结 
WEE dE 0 AIR U, rng ea (ul), 使 得 
= 6 (ш) dmt v uut H, Qi, u"), 


t Жэт 
ЖФ Н.= Н... 显然 ，* 王 1 村 就 是 上 述 已 证 的 结论 .由 定 浆 5, 
H;,(0),i, zar 不 金 为 0， 融 可 作 一 个 后 # 一 + 十 1 Аар £x PE ЛЕ 
d. EYE 吾 ,-(0) 拓 0 FEV IH, Са) 在 0 的 更 小 的 开 邻 域 
JCU u E BJ О” 函数 ,现在 ,引进 新 的 举 标 {2 站 ， 
Wir 


to (u'y Ug. u") =Z] H, Cut, "t3 u") | 
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i 


4 { Н. Cul, +. н”) 
(e XD 
REKAN EM, (HE 0 hu #9 ЛС rb A Ж 
$r E. 

f= >: coe M roH 095), 


КЕ 

这 就 完成 了 归纳 证 明 ， ЧЕ 

ЖМТ MA nH 0" 访 形 ,yg 25 M EA 2 ПИКА, 
НИТЕЙ PEM, go. >=: ToM x T,M— R 222 (g) EXPE Pd. 
Ж. НІ Е: 

(1) (Х,У) E0; gy CX, X) 一 0 有 一 0 (正定 性 ); 

(2) g9(X,Y)-— g(Y, X) (对 称 性 ); 

(3) 9 为 C^ КЕ (С°), 
Жөн X, YETpMM 为 任意 切 向 量 ， 则 称 g=, У 为 用 上 的 一 个 
Riemann KELAR, (M, g) 2 a f£ C Riemann 流 形 . 


WU Pa), (z) 28 PEM 的 局 部 坐标 系 ， qum Ion oos) 为 
ATRAE, HEL BRNU CERERE ЭУ 


EREM. 如 果 X= Dae 了 一 1587397, 则 


g(X,Y) -d$ a! X, Zex) э] аө, 
WR Us ро), (128 РЄ M 的 另 一 局 部 化 标 系 ， 
= ozr) M 
nds. ap) 4X У ба EE i 
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u 5л axt а, 
== TF ЙТ 
站 上 dy 94 


`". jou Nc LEA [ox д! 
Suh ay ap guts E ay 
_ Эт, Dr" | Jr” Әт" 
du ""*ff un oy" Ән" Фа Esa [ps ag 
38341 f E A PTS UJ 


g'-g gy. 3g TES gz... 2" 


php dy" Оу" 


А nay 90" 
dal ga” 8 


da^ gs" 


meg” 


» 25 org" id n] h Cr(rz DRiemann 流 形 不 变 


和 坐标 观点 的 定义 

例 3 VE M, Xj n, HE CT iE 2, (M., g) V) n, HE C^ Riemann 
ЖОЙ, SiM M. CT BRA. ШЖ 12ESE fg M. 上 
Hs 28r C^ 协 变 张 量 场 、 又 因为 

J*o(X, X) =g(f, X, fo X020; 

Р(Х, X) = g(f4 X, fX) 206f,X —06X —-0(f 为 温和 信人); 

f*g(X,Y) = gf. X, f.Y) = g(f.Y, f4X) 5 f*g(Y, X), 
d& fg 2) M, Lø C^Riemann ЖЕ. 

特别 当 u CMa f D BL ORAE HOD RA, SERE fg (X, Y) 一 
9(f X, faF) 简 单 记 作 g(X,Y). Sha b, Bim F Euclid 空间 
th ñD E RIT EE DS PLACER RE EB S. 

EXE ik, <, >A nic Riemann #0, ЗГ SCC" ES 
数 了 在 五 上 的 梯度 场 gradf :对 任何 M Ef О” Ent] ES X, 

. 24} + 


(X,gradb Xf. Cf it X Jm n e SO. 
显然 ， 这 定义 不 涉及 局 部 坐标 系 ， 是 完全 确定 的 ， 在 局 部 华 标 系 


(2) ds gradf— 3o! s, MS fe (52 у” yo] 


sx Bg Cg Ж. 


- 2f War = xw g 2. АЛЕН a 35 e, 
gradf 3 M Løse” Ej SIS, 

也 可 采用 古典 的 坐标 观点 ,通过 直接 验证 
= y! 


ў‘ 2] cy су 
(xs 2 2 i j= Bu ar 


上 


a3f ә _ < ; 
D бө!" (e£. 


MP 
dr! Әт! 04 


s] дз! 2 2. 


k 
mI Әх? Jy" oy! or 


给 出 了 的 梯度 场 gradf 的 定义 ， . 
Wo; M— R 为 0” Wo) = 3 с 的 切 向 量 场 , WJ 


(e^ sradf )~ o'f "do, 


引 理 18. СМ, 6,2) 7g n && C^Riemann W, f: МК 为 
C° AR. yu 

(1) РЕЯ op 20 gradf fi]; 

(2) 2 为 了 的 非 退 化 临界 点 全 ?2 为 gradf 的 非 退 化 零点 ， 


证 明 Er? Kaiia {x 中 ， 
П T ә "n n ug 3 
giad/ = sss (x g x) 


CO 2 为 了 的 临界 点 , 即 2 (р) 0, ies ac у g- 
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E —0, £—1, =, n, BI p 3j grad f HRS, 
(2) 由 (1) 和 


Eo) (б 2н) (н 


+e") i EET 450)- Go» (351. ap Ф)), 
我 们 看 到 ,2 为 gradf ERRELEA, (32, 20); ЭЧЕ ERS 


(эт (2) PAIESE BD p 为 的 非 进化 临界 点 。 + 


引 理 14 HMA n SE O° 流 形 ,PE 型 为 Ce E F:M—R üt 
JEE EE ЗА a. Kul 

Ind,(gradf) = (—1)y!ads#_ 

证 明 RA p 2 C” AR f: M — R 的 非 退 化 临界 点 ,由 UISE 
12, TETE p 的 局 部 坐标 系 (V р), {y}, [ERE Cp) 50, 3 二 1,… 
A 


Ff) (Ft (gn), 
= 一 ы 2 i af ə " 
двай, +E, кай/= 3 (925), goce 
AX | 
af 
Ë ... ү B 
g" E gt" | af. а" 
ay" 


设 o:[0, 1] GL (s, В) 0 О” НА, o (0) = (95), z (1) =T,, 
Jur C fa fe 
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"OX D Mi ec (24 ЕА Join. 


E Uy x) f ACH um anms s nif О" 同 伦 ， 而 后 


者 由 $2 4 可知 
Ind,(gradf) —(—1)^— (—1)'*3&7, 六 
引 理 15 HMA ni С" REDE, f rR ABE IG 
临界 点 的 C0” ERU (2) C" Morse кф), 则 
дМу=У1(—1)'б(М; = У] —Ind,(gradf), 
1-0 


(гайр 0 
其 中 CO 2 f OREA š 的 临界 点 的 数目 . 
证 明 ik ZCYC X, 我 们 有 同调 群 和 辣 态 的 正 合 序列 ( 参 陵 
[Munkres, J. R. , p141, p148, p224]?):; 


Para 


nH (X,Y, R) 38 (Y, 2; OH, Z; R) 
yg. (X, Y; R) 
HRA E 
b,CX,Z) - dim, CX, Z; В) = dimImCr,) t dimlm(7;),. 
b,CX, Y) = dimH,CX, Y; В) -dimIm(7;) -F dimIm(2,), 
b,(Y,Z2) —dimH,;(Y,Z; R) :dimIm(i,) --dimIm(2,,.) 
于 是 ， o 
pb, (X, Z) -b CX, Y) —b, (Y, Z) —dimlm(i,) t dimIm(j, 
—dimIm(j,)—dimIm(2,) —dimlIm(i,)— аша (ду) 
= -dimIm(23;) —dimIm(2,.1), 
和 关于 Euler 示 性 数 《有 


XCX,Z) —XCX, m) —X(Y,2) = У CDX, Z) 一 
k-ü0 
b,CX, Y) — b, (Y, 2)1= -dimInQy t (— 1)**'dimIm(3,.;) —0, 
)g4 4 + 


HI XCX,Z) = Х(Х, Y)--X(Y, 2). Ж X.C XC C X, RHH 
ДЕ 18:38] 


ХХ, X.) = 9 X CX, X, i). 


此 一 1 


WE bibe c ba 为 了 的 全 部 临界 值 ( 因 开 紧 致 , 故 f 的 临界 
点 和 临界 值 是 胡 限 的 )， 报 据 [Kahn, D.W., Lemma 8. 2], Ж 


€,(M; f) = S dim: (Ma, Mys В), KB M, (ЄМ (а) < 
k=1 

b) Яп M,.— z€ M |f (x) b), Жа, [di a <Б, 2а ba Cn as, 

<b,-. as, Т ЕГ Kahn, D. W. , Lemma 8. t]7j 

$a» C (M; f) -Ty S dim, (Mo My; В) 


уто ё= 0 k=l 


Me» Ddim Mea, oMa В) = 53 xc 1)'dimH, 


t= -I K UA d 


(M, M, R) = Ух, Ма, R) KCM оэ Mas R) 
Ecl 
—X(M, Z; R) - X (M). 
再 由 引 理 14,， 51  dad.(gradf)— 9 1(—1)'C,(M5 D == 
Етар „=б #=0 
X(M). 此 引 理 也 可 参阅 [Milnor, J. W. ,p29, Theorem 5. 21°. 
. 非 
52816 i$ MC R: Jj n $t ENTE, РСЕ", f L y; M 
>R, f(e) -- Le (z) = lx -- pl, Wi 
(1) f HRS ER qeoq p 1 TM; 
(2) 9<М Zo f L, IB t li Ж Reor 为 OM, q) WBA. 
ШЖ, 9 ЕА) f = L, 的 退化 临界 点 的 零 性 数 等 于 p TED (M Oa 
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EE ————— 


焦点 的 重 数 . | , 
ШЕВА (1) баа 1, е, вре FM F3 J ERA Bic. Mu 
fizQ,-,u*)) ^ lefut, n, wo) — p]? 
СА n DPrOD, 


| 2 2E, g- P), 
ENE, f Ж Eoo» T.M 
(2) и» 


Әх Jr Әх 
TER xe әп (a? »)) 
4 z=q,p 9 tte(tA ERARI 9 得 到 ; 
ЄМ % f= D, Io ЖИЕ Ee 22.) 2 tL) 为 


奇异 矩阵 人 Sp ЖОМ, ORRA AE g 作为 了 = Lo И Jà N E 
ВЕЕТ р ТЕС, д) О Е. + 

引 理 17 设 MCR: уп С° 正 则 子 流 形 ， 则 对 几乎 所 有 
的 ER*( 除 一 个 零 测 集 外 的 集合 ) ,函数 Lai M R 3:58 {БЕЛ A 
点 , 即 它 车 有 临界 点 必 是 非 退 化 的 ， 更 进一步 ,如果 M 紧 致 , 则 它 
的 非 退 化 疾 界 点 为 有 限 集 ， 

证 明 由 引 理 8 和 引 理 16(2) 立 即 推 四 + 

Poincaré-Hopf 定理 的 证 明 ”根据 第 一 章 3 的 区 人 定理 
Ab EO ДЕ SERM CE ACETRE. ы B|PB15 IB [BI 
17, ЖЕМ ER S EBIEINR REUS p, p, Ig C^ 国 数 f: M — R, 
B . | 

> Ind,(grad f) -X(M). 


(B izdf) tu 

HSIET, Ap E XOSM ERSGIEBIEE SE O7 BI] RE EG, 
yh . mE . 
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57 dnd,X—dig N— S  Ind,(grad D = X(M). 


хя) 0 ТРЕ 

更 一 般 地 ,如果 X Xy M „н И exi C" ОЛА ЕН. 由 
M (fj SE, DEAE АНН ARA, 记 为 д, pa 

B p RUSSE КА (U, v), (0), ER v(00—0,0(0, DC 
v Q7) (O(0, 7) 285 R AA 0 2yrh v 2U CETERO TERR PRU h RZ 
ХА EA р. 

h AEE $3 B| Іг А, 2 sSR"—R X sGz)= 
LISTJE TA, sio 的 且 Sio(o3) 7l s| g"-a(. 770. 于 是 ні 
AM—R, 

=(ф(х)), 260, 

пбх = N rEM—U 

X C Hi CH lo nl, alao Ж Uum e( ofo} 
=p 00,10. 2 
X(x),z€M —U 
X(2) -u(z)ges(y), 260, 
其 中 y€ R^ у W az Ie E Cp (ЕН, 38 y GR" HS ES] ERO, 三 
A, EMD, rh Y(z) = X BARRARE. P2 U,—U 
ЖС, ek 4 y ЛУ ЛУЫ, Y ТЕ U,—U, 中 根本 无 零点 .根据 Sard £ 
理 ， 还 可 选择 у 为 peXg 2( 门 一 及 "的 足够 小 的 正则 值 . 于 
ЖЛЕ p (UD rh. pa Yep !— puo Xop — y- реф —guoXop^!—] 
只 会 非 退 化 的 零点 ， 从 而 工 在 Us pRédORIEBS A. В 5 2 
2|383 和 由 


Y(zy= f 


Peo Xop^!—i£gogusq 
Ж X He.oXogn! pY opt =p, Xop! — y. mop фу C" 局 
1019391 


+ 242 = 


Lo. s up ET 


Ind, X = Ind, pae Хор! —deg(9.» Хорт!) |, (у 
h ñ 
= йер, Уофт!) [20 (68) = У\аев(ф, Ур!) [ао Созо 
#=1 


k Е 
=> Indio (+s Y »p7?) = Уай, = > In 4 PP 


Pir sdri, 


其 中 ал, +з, zi ЖУ de Ú, АЧА Е, ОССЕ, 6). 
CO (0,2 i1, =, жил нзей Ф, 328, 
| D ndX= 5) Dna,y. 


X) 王 日 уіл) 一 由 


反 介 应 用 上 述 过 程 得 到 ， 只 含 孤立 零点 的 任意 Co DJ 向 量 场 
X 能 换 为 一 个 只 含 非 退 化 零点 的 C 切 向 量 场 了 , Н 


>] Ind, X= >` Indy —x(M), 


Xx =й үш = 0 


这 就 完成 了 Poincars6-Hopf йж НЕН. + 

例 4 在 例 2 中 具体 给 出 了 S° 上 只 有 两 个 狐 立 零点 ? 和 一 ? 
É О” 切 向 量 场 全 (x) 二 Pp 一 <p， e, aCS^, Hi Poincaré-Hopf 
指数 定理 得 到 9 的 Euler Е ХОМ) Ind, X Ind , X =1+ 
(-0*. | 

国 此 ， 再 由 第 四 章 $ 2 例 5, S" 上 存在 处 处 非 0 的 C^ VJIPI dE 
15€)0-— > Ind, X -XG5*) =1+(— 1)" 为 奇数 . 


та C^ ЖОШО M 上 处 处 非 0C” 切 出 量 场 的 存在 性 
问题 车 证 几 个 引 理 ， 

引 理 18 (И, 2) дп C" КИЕ, WM 上 有 只 含 一 | 
个 零点 的 О” 切 向 量 场 X, 


证 明 第 一 ж SXESEG iH, Мей fe Rot miS C” E 
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WT NGA, TiM- Rn dar. АЕН" uh pA 
常 Riemann BERE, MCH, 7*9) X; Riemann fifi, 

出 引 理 17, 存在 C^ Morse iC FU OR, EIOS dE (Cl 
SE САП E BL АЧ), XA Ж M SE S, ЖЕТЕ RAA RAIER FOR Ж 
Xi, MY grad f яе ж APAEORBÍICE GR. АЈ М ЕС" 
fA E f 1 SCR WU NB Aid: Y —grad f ЗЕЯ. WE 
了 的 零点 为 rn Ра, BESGA рар). HUE RE AU p 09 OB 
ЖЕЎЕ ЛА (U, р), p QU) — R^, p (PD) 二 0， 根据 第 三 更 $4 推论 1, 存 
dr C^ EB pi MM, (E $(po—gq, JEP gail, eu m 23 F = 
«e (0(0, 1)) Фут АЯНА. ИМ ЫҢ С” Би St Eg 
Ф.У 只 含 非 退 化 零点 quon, quEV 和 Zim рор Y АРЕ" 中 只 会 
韭 退 化 零点 p) v 08g (V): ОСО, D RU С" Е, I 
I: RH, 


WAN 
pee 07, 
А) = 1 
} Faral, 
2 
. T, Tl, 
ЭКЕ R* ] AA F 0 的 连续 切 向 量 场 
0, [2] =0, 
(т) deb oe < 
Zas Р, , 
=! 
z (r), > = |z1=1, 
Z (z), [х|>1. 


根据 [Bricher, Th. and Jánich, K. p150] 的 
扰动 定理 WR J: M N C їй ЛӨ Z ЇН. fH) 
TÆ AC M ü-— "JE SURRU bie CT 13. MEETER SL f С" 
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Bh АТМ М, ES hila fla. 

HAEDH Z: 的 C^ mts 2, 使 得 名 | а= la BER” 
—00, 2) PA Z- ZZ, - p, gu Y, ЖФА 0[0,--)U R 
—0(0,2)) #9 Е" PHE. BRZ 只 含 一 个 零点 0。 Р, 

pr Z, geU, 
х у, 4©й, 
M J BJ Ft E -TEAN C^ 切 向 量 场 . 
+1 利用 [Bricher, Th. and Jànich, K., p146]Hg 

Thom 截面 横 截 性 定理 ik fiFE— M 2 C Wp zek 
fps: M—E A Í BJ С” 截击 ( 即 产 gs=Ias， 此 时 了 为 满 射 , 纤维 从 
[Er 81 20 ОНЕКИ E), NC E 29 C T OD, ТЕТЕ ЖЕЛЕТ s 的 
C^ R (LM E BAR DON. ABRE PE AC M [WJ Br f š X 
T s 的 柳 截 条 件 妃 请 违 , 风 可 以 选择 截 而 七 合 得 l. 51а. | 
在 [Bott, R. and Tu, L. W. , p123, Proposition1l.14] së [Guille- 
min, V. and. Pollack, A. , p146, Exercise 11]rpib ub HH T M ETE 
在 只 含有 限 个 零点 的 С DEt. 

定理 2 O^" Ж ЖЛЕ СМ, 2) 上 存在 处 处 非 0 的 C^ EJ dk 
1; Xex(M)-—0., 

证 明 (=>) H Poincaré-Hopf 45 ФР (r€ M | X (z) —0) 


=, MW X(M)— $!Ind.X —0. 


Eip 0 
C ШТП 18, 存在 天上 只 含 一 个 零点 了 的 0° EY, 
提出 Poinears-Hopf БЕР, Ind, Y= X(M)--09, 
VC, фу) Жур 3 FOSSAS, e 0 =0, e(U) = В", Z-o.Y 
为 只 аяң ф(р) = 00s R" йз C" ОА, НН 0. Ж 


E t l Z (z) 
C^ pO f: Sal = all. „Ча — 
ы f (ж) = TZ 则 degf=ind,Z. 
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ii rGuillemin, V. and Pollack, A. , p148] WLL W. KAR 
H Agit, 56 Wim 

Hopi 度数 定理 IHA nR, Mesue C" 流 形 
则 
fM" С" dde aX f-g)edegf—deg g. 

ЭВ 8971-61 €^ [ПЕЛ ИЧИНЕН CCS", B {р ТЕО” 
RARBRE:BXGSUUStU diu 


(c, tx 
P(x) = P(t,zy= | 
fa, = 


e, ixl. 


BE: ZG) aL 
[Z(z); 


FETA Fili САМААН G i Re >”, 
E osal cs 

G (z) 1 F 

lal. 

BA Gleef, 根据 扰动 定理 ,存在 完 分 靠近 G, 的 C" WF G, 
使 在 闭 集 4= ofo,- U (R"~0(0,2)) 上 有 G14=G414. 9 
将 R°—0(0,1) ЕЙ О" RAIZ с 0 R” LEER 


- 1 
e f 160 (0, 3) 
12 (х) 1, 4€R*—0(0, 1). 
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再 一 次 根据 扰动 定理 ,存在 充分 靠近 的 R" TIE О” ВА, 
ткн A- o (o, Lu CR 一 0(0，2)) 15 Alamaa 98, 


KOGDA R" E Q> ub 4E oft C7 DJ In] Bc Eo B. ТЕ R^—0(0,2) 
KE 


2(ш)@ (т) =А (0) = NI (2) ев) 


TZ} 
= (pF) (2). 
因此 ， 
PE 
xu = Ian, yCu 


AM УЯВА 0 В C" UJ EIS. dt 

推论 2 М 2k4 1% С^ НЕ Н, АС N U {0}, MxM) 
= 0. . 

ШЕН ШУГ 17 ЯП 13, £p XE ЯФ EGRE AM C Ша] CERE 
X--gradf, PEH $ 2 (fil 4 ЯП Poincaré-Hopf 指数 定理 得 间 


У! Ind,X=x(M)= >` Ind,(— X) 


тағ = 0 Tiry=0 


= >) (—1)*'!Ind,x, 


тб = 0 
йс 2 > Ind,X=0, 21 Inq,X—-0. Ф 
Жі) = U Xir-ü 


ЖІ ЖМА, ФРЕЕ Ж ИТЕ m Poincaré 
对 偶 定 理 得 到 HCM; R) — Hu 0H Ro 


ХОМ) = 9 1(—1)'dimE,(M; R) 


t= G 


[(—1)!dimH,(M; B) + (—1)?*?-'dimE,,, (MiR)T 


=, 
ВЗЕМА: а, MAM 7» Z/2Z ЕЕН Poincaré 对 - 
fik £1 Euler 示人 性 数 不 依 赖 于 系数 奉 得 到 ХОМ) = СМ; Z) =0, 
例 5 推论 2 的 逆 命 题 并 不 成 立 . 例 如 2 OREL T= 808, 
有 处 处 非 9 的 C= B) EB SR RT) CX (S 8) =0, fm. 


dimT! -dim(8' x 8') 327 2 2E, 
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第 五 章 向量 从 上 的 Riemann 
度量 和 线性 联络 


ik— X681 将 第 四 章 $3 УЙ n 3EC JE M Bu UJ АА ERRi- 
emann 度 量 推广 到 C" I] EA E, ЕВ T {ДЖЕТИ ЛЕ E Riemann 
度 荆 的 存在 性 定理 。$ 2 БНА ЗЕ А 1 Beb PEAS. di RUE БЕ, Dx 
张 是, 并 给 出 了 Cartan £519 Jj t. W ied C h ERE dT EZ fH 
MBRET ОТА, DUC Sin JLi ER. $3995 í n tE 
C^ Riemann iX 'É L ñ Levi-Civita 联络 (Riemann D22868), u uk 
A БЕК d ОГРЕЕ P DE Га 积 不 变 的 线性 联络 , REDE P Rie- 
mann ИЖЕ BB: Riemann 联络 的 存在 唯一 性 定理 ， 此 外 ， 
还 介绍 了 Riemann ЖИ cm Riemann Ш. $ 4 
F114 ен Riemann WE ду Riemann 联络 诱导 Riemann n: 
Wl WE üg Riemannt 28. 还 标 出 了 Riemann ENPRE 1-065 58 
I. 28 11 基本 形式 . Weingarten Bi gf, Gauss 曲率 方程 和 Codazzi 
Mainardi 方程 ， 对 于 R(n 为 青 数 ) 中 的 C^ d 81, Gauss h3 
AS IRERE Xi 4 58 1126 FE XC Эс Ау Gauss де 3l I 
一 个 极 共 深 刻 的 定理 . 55 介绍 了 Lie 导数 x, КЕҢЕ div 和 Lap- 
lace 算 子 AA、§ 6 用 活动 标 架 研究 了 线 注 联络 、Levi-Civita 联络 、 
曲率 和 正则 子 诫 形 的 局 部 开 何 . 


81 向 量 从 上 的 Riemann 度 量 
第 四 章 33 定义 7 给 出 J% 维 C0" 访 形 并 的 切 从 EE= (TM, 
M,a, С. (в, R), 8} 上 的 Riemann 度量 的 概念 ,本 节 将 此 概念 推 
J^ 8I C ЕА Е. 
+254. 


ESI 15:8, М, т, С. (т, R), R^, 6) 29C (NU (02 
т А, MO e HE CT NEGO, oE c= OE, Mm, GLOU,R), 
R=, E0) Š iy(0,2) 22 O" IEEE, ВЕН C" 向 最 从 上 的 一 个 
C'Riemann 度量 或 内 积 就 是 在 每 个 纤维 上 正定 和 对 称 的 7 £d 
g MOE, 即 对 任何 РЄ М, (0,2) 1568. OE PERROS 
#7626 EQKERHQCX,Y)Og2UX, Y) =X, Yo, ili; 

(1) ga (X, X)220; g, CX, X) 20«—9 X —0€mog Е); 

(2) g CX, Y) 2 go CY, X) GS BED; 

(3) р C^ sk (СН), 
Жз X, Fe F, 为 任意 向 量 ， 

WO (002,9€829 ЛЕЛЬ, X (ж) Ys (т, ез), 
i=l, е, т рл (а) НОЕ, g,o-—90X.G), X. (z))2 9 RT 
Gr (U), V.) ЮЭ iE. 由 定义 ， А (0 AUE pni H PE 


Cg) 都 为 正定 矩阵 , UR X Уа, Y= 515: X,, (Х,У) = 
i-l 1-1 


Дех, 之 ых, = > atbig,;. 


fuU, $0€86 ж В 5) Py bü VALE, K=p" 
Ge), i = 1, tUe, PH 为 rz 的 另 一 基 . fau =g, Xx) 
HIRT UD ро) оа, M 


du cgCOX (z), X,G =g > dr Ху, их) 
к= t=1 


一 > di digas 


kE 1 =l 
[- - да | Ë m- X im \- 2. М 
Pei бта dm бе бп! дт tt Kun) MT rn dr 
+ 255 = 


и C (el- g. (z), В (d): C-!= gaa (х), ВЕ E 
Ap Bg Sew M x HC PIE, MJ 8] 


jg" e p & jel e CA jg" ege ү e p 
Ka Ы и bz mde 
Vami gn i вт ca 9" n pom Ne; eel gH 

т 

g- > єс. 

klo] 


C^ EH é LEA Riemann БЕТЕ g=<,>, HM [E 
a ERO Varr] Euclid 化 , 同时 要 求 从 一 点 到 另 一 虚 
Ж {ШЕ КИ: C" PES DR HE, Ces ДЕ Euclid 空间 的 推广 . 

定理 1 (Riemann 度量 前 存在 性 ) ВЕЛ HE CTS DT 
X DUE, MU C" PLIM E — (E, M, a, GL (m, R), ë) Erik C! Rie- 
mann nm. 

证 明 由 第 一 章 # 3 定理 , ETE — IM. E D Abs ДИЛ ДУРТ 
RATES (U.la нур MC Fo АА hy NE dolau. TE 
(27 (7,9, Pa) EE h, X (2) = фа n6), AOXLGD, Ar) ja 
83. Д] 

TAM Pass EEU as 

0 , z€ M — (yCU,| Pa G0 2-0] 
EM EE C". AAU RUE pv Р, ИНЕ g = X, >= 
了 pu , ) 为 5 或 EE 上 的 一 个 07 Riemann EE. + 


Ей 


推论 1 {БЕ БОЛ LEk m Ë) S Їч E A E АВЕ art 化 
39 О(т); 它 可 简化 到 SO (m) = (ACO (m) |detA = 1) ее [н] CA JE 
可 定向 的 ， | 

证 明 在 定理 DB. UE (UU) OO DTE DOO M 3 ЕЕ Во 
ҖЫЛАН. CEEE. (p) ЖУЛ РАШ} 的 单位 分 
* 256 • 


AR. Хш = ре, eo. Ш Gram-Schmidt {Е РА. ЧЇ 
(X; G)) 88 4 X T ЧЕ Riemann EEG, > УЖ ЛЕ ААЛА, O02), 
ACE LICBR Я ы: л 07.) 0, x R", р, СК, (жу) cs (0, 6), 则 转换 
РАЖ 992 PRR EZE ЯУ ОЛИ УЫ ЛЕ 543°, [лит ë {ЕЛЕ scd 
OCm)m. 

[325 detg4,(222»0€5g,, (0) £80 (m), Е E n] fap (C ЗЕ 
SO (т) p E MN E ZEB. E 


定义 1 中 , MEX n ШО" ПЕ MDMA, X = У, ==, 


теа O= (0) og - (5. ра) == nut 


32) 于 是 ,所 有 上 硬 的 公式 与 第 四 章 $3 x X7 АВИВУ AX 


Eee. Web, RCM, уу HE C? Riemann 波形 . 

52 ШОМ, 0) = М, У) у a С° Riemann Jg, X, 
YET M, ЖЕ X] =v (X, X) HAW ЕХ 20, Үзе, dB 
Schwartz PARKA , Y» [X [IE TUEA Z [8] 95 te 
0(0=9< x) 25 


CX, AY» 
TT [Y] 


cos = 
设 о: [a,5]-» M Jj C^ 88, o” (t) Te 为 沿 o 的 转向 量 
场 , 我 们 定义 从 a 9 b Bg o о (asb): 
lait отоу и [100 


{因为 波 积 函数 连续 , 故 积 分 存在 有 限 ). 
一 艇 地 , 一 条 分 段 С° ihik GOD с. Га, b] > Mit, Н c {Е 
Tia tin] RAC Big, (1,2, -, k— 1, а= a ai 
«Uu b OE XO 
. 257 = 


k—1 
[612 = 511916". 
51 1c 必 的 定 交 不 依赖 于 o (La, 5 的 参数 的 选取 ， 
证 明 dE р: Го, 01-5 Га, 51] Æ C^. £—900, а=ф(с), 
B=, Q)70. Mcp (н) sgp a) Ср(и)), 十 是 ， 


| VT отуи 


=| Jr OY, а GG) e' н) йа 


m 


d А 
- [A sey GO; Gre Qo Уй. 


引 理 2 0, g) nét C^ Riemanni JE, X HER p, 2 S H, 
& 

p; 9) =іп {о1о Е PRO q B32r Ex C7 d £3), 011 

рО, 9) = о По P ЯП ПУ СН, LE AEE 
上 处 处 010). 

证 明 因为 {ojo хр РЯ BScREDC BE Н E 
Akik o’ c0) C (o]o 201% Pf a f A EE CT EX, ЖК 

р, Ф —inf(lo| |a jet p g ВОЛ ВЕС ЩЫ) «inf Co | 
fo WE pA 的 分 段 C^ BER, HAE EAE o' c0), 

B» PERSE SL, p fp e0, ДЕЕ р Zl q i84 BE C" rt 
ikon Мо [< оср, 9) te, RETTER НЕ GUI 
C OR os, WRTA Et akit oi 所 0, H. 

inf {|| |e HEH p О aB hR Вт ВЕ Е Abie 
30) —ex ja. | — exc] ou] & pO + e, A e0 得 到 

іп оо p gha Et С° н, НТ # Et L ibik 
c0) s оСр, 9). 

斯 以 ， 
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pO, 2) = [о | [о WEH p ful q 的 分 段 C^uhk, ELTE AREE 
二 处 处 ог ==0), 

Ër o: Га, bj]— M, H [a,b] A o 09 C^ Pb, FE a= 
«б< b BRE oU Gal cU, Kn v 
24M ЕВА, j e (U 0 29 Es pP E, $0, 1, 
并 一 1， 容易 看 出 ,不 朱 一 般 性 ,可 以 假定 o, (Га, bD CU, 这 里 (CC 
Ф), (z' ЖМ E f EIAS E e (U) 25 R" пнщ E, 


Га, 5] b ^R, BEALI tutu PET ` Jü RJ о; $N T: 


4 
i—i; 
феа» (ё) =por C) T+ (фес (to фо). 
Jil J 


tami far 0,1, kl, 
Pealt) s (x оов), 2" ono (E). 
Hp PEE ER, 24 tert LN 


1 
tt G _ 


te. ye оо (fa EETA (4 ,)) > drog —— (tf), 
ГЕ 


"dé 


tu. 


Uu. М, RUE TUE SUR. ES ОЕ bb АГ ВРЕДЕ SC, 23 


k~i k 1 Eja 
91710.18" SO ato o) d 
4-0 ӯ=0 了 
k-i epu to drt'o 
-| Jopoa) Eer mug, 
1-0 


=}, ERES zet (t, ) Ur (1) dt 


«M [^ (ecce 58.4) 78 (4) esr cay dz 


i= 


„+ 259 = 


м, налаза saw .4- 


k—i e. --- 
dz! йт” огт, qo aQ. € 
=l (рео (t) ыр 


1=0 


k-i у, LLL 


TEX, AURA o (t) = (2а), ME o; 时 可 消去 这 一 段 ， 特 
列 , 为 避免 但 有 (25) - G Gah 我 们 预先 取 o, Дх Ай TIR RE, 
н ЕЛЕН 

021—610, |. db 

5[# 3 (М, д) = СМ, <. Ð Æ nk C^ Riemann ў 
JE. 对 任何 СМ, Et p BS BEA ER (7, р), ih Et p OD = 0, 
MEE 0220, Rri, WA E 

rigip soto, q) &Rlo(o)] (ge ! (A), A— (zER 
lelas. 
证 明 Е 020, 使 4= {ER |1154) Сф(0), E Xi 


B= {(9, X.) [ф(4)©А, X == >: 1(402 一 1 
i-l i=l 


E, z - 
{Хх = Xy X = | S Pul DAA 
i j=l 
38 ПА, CEBRA RU ME r> 0, 


(1) 如 果 og 为 "0 的 象 在 4 中 的 任何 一 条 分 段 2 曲线 , 并且 
ТЕРЕ а 20, ВОД 4 ВН po mat oo S, MH] ot = 
>; s= 2 S109 ”为 方便 起 见 ， 令 o(0-—5,0(5)-9. Wk 


icl 


Ж, (oG), o'(t))EB, tE(0,b). 于 是 ， 
- 260 + 


lei-[ Ao (t). o CL SET d P3 Gur A dt 
0 i. 

ab 
>| таё —rblier[e(9)|. 

.n 


n o EI IRAE CURE, HERE ERBRbO'0. Z 
q;Xoc5g'(zcR"|[z[ =а})Ж— A7 38 gà, HI 


lol>| VU AIO? dt 2 а22т1ф()1. 


H oC, DIMEX A og 221091. 
(2) 取 特 殊 的 o, TE poo 为 连接 0 和 多 (人 的 吉 线 段 . 于 是 ， 


LITT M 
pao «el - [7 VO v Oo 


| e n | r .. 
去 | ваг ВТС]. 5 
"E 


定理 2 10,09) = (М, <, DD AER Кїешаппф E, o 如 
引 理 2 中 所 述 , RCM, р) ВЕ ОН) IRI, ЭЖ НН o PTUS SEIS 
НЗРТ Ар АР. 

WEB] іо 29M БАУ. 

(1) 10220, 所 以 ор, 9) 220. 

WE o^ 为 连续 PEL P1) ЭРЕ CTS ER, ЗЕН роот A rdc RE 


TTEA TE, 


1 


ач. No 00), (a) Cy dt |^ паг = 2, 
这 就 推出 了 
к Р EE 
Ox; обр, р) «inf ([o*] |E-1,2,- «int |È = 1,2, 1=0, 


pp, р) — Ü. 
此 外 , 如果 ре, 则 可 选取 充分 小 的 a7 0, PE SIE MERLO TER 2 的 条 
» 251 Ф 


i 


fF JE BE p Sip DR UU, o eTA EU Th, 
plp 9) = № (lo |o 23835 p fn a В C^ 26, B. tE ВЕ 
habib с'а 0) ral 这 就 于 明了 0(p.q):-0€3p—4. 

(2) RoGER p ЧОООН, а (a) =: p, (b) = 
q, HEAR БА o w0, с, (ш) -o((1—u)b+ua) 为 连接 
o: (=a) A (1 —o(a) =p (G2 EEC? dizi, R TE BE E 
处 处 ое 0. SEE EE] = lol. ИШ o Й X c HI «fA op. Ф) 
: pg, р). 

(3) EGER PEST ECC от, EROR q 和 > Buy E: C 
HR ob, ЕЕ {ПЧ А PEE ABRE; Coo 0, Co) 550, Jf Rim Lot] 
| APD, im loi|—po(g, r). An'Kol(a)—p,oi(b) g oile) 
=g oid) =т. HPR, 


(gi, а= tsb 


ct o. 
ur ecd 52е) 
le t be pese, 


为 一 条 连接 Pp 和 7 的 分 段 C" 曲 线 ， 且 在 各 跋 上 处 处 (о*)'зе0, 
+ 


‚=> 


Pip т) |а| = око, 

4 Б> 4 со, ШАТ pO» т) <о(р, Ф) оС, т), 
最 后 , ЭОЕ 3 的 公式 nie D Sol D RI o CO ІНЕН, h. 

p AFH Pid Ri EME, + 
定理 3 млан 0" 尝 形 , 则 
(1) 型 为 由 空间; 

€» (2) Mio Xs 

c» (3) 形 是 仿 紧 的 ; 

€»* (4) ТЕМ [L frj Riemann 度量 ; 

= (5) MESH. 

. 262 。 


证 明 (1) 二 (2) H3 —38 $3 BEIC). 

(2) (3) 由 第 一 章 $3 定理 1(1). 

(322 (4) 由 定理 1, 

(4) => (5) 由 定理 2. 

(S):> (1) ГЖ, 290—292 pL]. + 

引 理 4 VICM,gQ =(M,<,>) Æ n HE С° Riemann 流 形 ， 则 
TE TE fif o SEE ®к (0, g), (0) rp, 必 存 在 СЭУЛЕ. 

证 明 Ri Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 , 设 


-2 
V 2r! 
d 
D fuat 


2 3. 
|7 Аз Әх i Ї Aani "С! ta 
Thy Y S067) stili S. y) - oci <l 


2 e cel 3 3 
Мэш, рд) tAn (2-29) БА (ааг рут 


а 39 
ac 5: )=0, 


i=l en J-l. TAS SHEILA Q02,9, m <<) 2,591) 


HERB БП Y, 在 0U 上 是 0” 的 . Фару 则 

(e, — 1, ny 3pU kf) СЕЛЕ. r 
引 理 5 WV (M, 4) = (М, <, >) Xin Riemann 流 形 . 
(eiii, 2) AMD, es я} AT MEAE TE ZEE. im 
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{e 和 1 2 分别 为 它们 的 对 得 基 . A078 
Lei,**-, ел] = [EL T (定向 相同 )， 则 


el дее Дет 8! AO Ае", 
此 外 , 如果 pH ФК А (U, p), (zty 与 [el +, erd — 9, 
— 2 
ВП Гез, t Er] = -| 六 22), Bh 
е! Aen Ae — A det(g )dz! Л Айа", 


Jte gii = — o zT) 


c 
证 明 < 
" B tU BH 
"Bs! Cgp t" Can | 
Herp Cei o HEZE Н. Чеб(с,,) = 1. 如 果 
^) LEE X 
B » ttt fnn ] 
Wi C 3E Ce lr n s, EAE (2,5) EAE ABI, ELdet(d,,) = 1, 
这 就 证 明了 了 
8lA-« Да? (> d, 8! ! y» (23. e «) 


i=l ial 


збе, е A Ae" —e' Де. Де". 


Eg. = ае, ШИ 


g: = E (Quo . Sase.) = Sanam 
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Bil (9:42 == (Ga; Ca, PREA 
det (a;,) =~ егу, з)2>0. 


Ре c Dada, , ik 
L —1 


ense (27 KEN T^ ye (nean) 
.— -i 


= deti(a; pdr Ae- Ada" = M det(g; dx! ЛЛ”. 4 
定义 3 ШОМ, g) 0 n ЙЕ C? 本 定向 的 Riemann JEJE, 51 

BE АЛБ, EM ЕЕ [—-ABABRAEO dS C^ в Ж К, "dti 5 
Mit xg 8] C? — (o, | p М}, — у BEA ER (0, р), (r0 а CRI 


E “элү! =oD RRA 
e!A--Ae?—A/ det(9,) dz A« Ada", 
SR HR 2 M EB EA = {0,1 pc M) Pu Byte Rom, ipfe dV 
(903 3k HH ЯР Н ШИА ЈИ). n=l FF, 
ЯК Koc, 记 作 ds; 24 n —2 时 , 称 为 面积 元 , 记 作 dA. 
定义 4 (М, 9) A n ЗЕ C"Riemann WECM ДЬЕ BJ SE is] 
的 ), SITAE, Ж EBORE B BUE 2U 
JaV | =~v det (gi) dr" ede 
GERHSA 9 A Ur). 
设 ЖМ ЕВЕ (Suppf={26 M] f )=0 的 过 
£X ER 32, 更 进一步 可 以 定义 第 一 型 积分 
[ла x1 (Герд?) < (oso!) 


"TIL gU D E 
avdet (gi) dr, Л: Adag, 


容易 驴 证 ， 它 与 下 上 的 为 部 有 限 的 饥 部 坐标 系 {(Us,， Pas (Gill 
| + 265 ° 


NENNEN 


асн) МАЖ TEB о, аср) ki 296, 对 于 型 上 
ИЕ ЖЕЕ /, Ф 


‚у VG» fG20, 

POM. Kr. 
0, f>, 

Pops f 


1—0), fG)«o. 
An (М, 9) 2) n SE CEA Riemann 流 形 , 根据 定理 3, ME ой 
t5, НЕЕ мр М, Нав, м = [| M. B. MIC M, 
bci 
CW, M,C 当 
lim | ЈУ | 和 lim |. fii 
中 至 少 有 一 个 有 限时 ， 定 义 
[= limf fav] m [| favi 
M kool M, k- bey ME 
为 了 在 型 上 的 广 久 第 一 型 积分 。 明显 地 , 它 是 第 一 型 积分 的 推广 ， 
I LIE ЖЛ ДО ЛЕ И (M. b 1,2,6) МИК ЭЭС, НГ 
值 可 为 十 co 或 一 oo- 
САЛСАН (eel): de 


主人 . 
A Maz ФМТ А. Гр оо, т 维和 2 继 情 形 ，“ 体 积 ” 
道 常 称 为 “长 度 " 和 “面积 ”. 

MH M 29 n АЕ CR E Riemann 流 形 时 ,上 述 的 lim |. f 
Vi, dim |. flavi, |, FIAV EORR, ETER = М. 
k=1,2,.-.. 

Ap M AERE, dY = e' A-- Ae 为 体积 元 , 则 

fnere 上 fente. 
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为 区 别 起 见 ， 我 们 称 定向 流 形 下 上 的 外 微分 形式 @ 的 积分 
| o 为 第 二 型 积分 . 


例 1 ig E= (Е, M, я, GL(m, R), R^, 8)29 C (ENU {0)) 
向 其 从 , MA n HECT 1870. 9; M— GE Жу £ fr C"Riemann ER, 
FC E 是 秩 为 的 子 向 量 从 , 则 

Fte|[JFS-[Jineklbve ro 
ЭЛ т — k [їр TILAMA. PIB АУД, g HAE FR Ft 上 的 Rie- 
mann ДЕ. 

OU (U), v)€6 ERE (F| o): -U x R'CUx R", fei|i= 
1,5, m) RT 的 标准 基 向 量 , X (0) = (e, Pls Е |а 
КСВ, X00) i= 3, m) 29 eI (SE. HIT. Gram- 
Schmidt il: zc f zt FE £8 3] E| 8907 Ж X (z), i — 1, o, m, 使 得 
ХН 60, (X;)[i—1,:, mI SE. 的 规范 正 交 基 , im CX Ce) 
liil, Rm Е. (Хо) 118-1, 06, т} FI. B 

im l(U)= E| —U x Н", 


DFX (r)i lr, A, 56, AT) 


ЖУ Т-ТА В U), 00€ 8, f. 
pO) -—-UxRB*y(F--UxR"-* 

称 FL D F X: E MIEZI, 

回想 一 下 第 四 章 83 定义 3 和 结合 上 述 定 义 ， 不 难 给 出 法 外 
HES. 

I E= {TM, M, n, ОТ (в, R), H'",6€)3j) n ЯЕ С МЕЈ] 
从 ，g 为 其 Ce"Riemann EE. KCM 2j h 8k CUEWIT IUE, i 
PRK {УБА E= (TK, K, хк, GL, В), R*, 84) ЖК LERH Ef) 
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aee ¿wak pip i — ——— S n 


ЖА. KELER, ЯК n k BD pL IA 
тку |)т„к-= |) (u.ST,M Lu. | Т„К} 


AK 上 关于 六 的 法 从 . 

2 ВМ, д) —0M,0G0079 n HE C°Riemann # JÉ. c: 
Га, Ь]->М 2 С, WEM DJ ka Bb 55 buc УН, ИЩ 
Ky 


s=| vacare. oy 
一 A Sadri da? ү, i 
UN Mus ex x 2 Әх? 


t 
一 dx: del 
| ү di dt. 


йв = 5 dæ? йд? 
> | 843 —— dt 
< dt dt 


fa" in 
= | бг RN dt. 
di di di dt 
Fnit Ian 


在 微分 及 何 里 ， 有 时 记 作 48° — D) guda'da, 


更 一 般 地 , 如果 K AMH b ДЕ CT GERIT ODE, (i= bern 
4} 为 定向 波形 K 的 局 部 坐标 系 ， 则 K 上 的 二 维 体 积 元 为 


一 2 9 Vut Ac Adut 

dV Vae (02, 55 aa Adu 
= det(g ( os 3 9«* 3 jy dut 
/ (25 ez 57 12и! ga а Ли 


= ае) о, ju 22, Ed A: Adu* 


l s=1 


= 268 * 


a 


= Де! ++ sas sas He... ean j tas ara tna du' Aee Adiu" 


Jr) Са" ca^ da” 
ГАЛАР 


WI 谈 {z 4 为 召 " 的 通常 的 整体 Б. xg R" ЕВС" 


Riemann 度量 为 
3 
G> 3)- 8}, 


Ox, Yy= (2722, xw) È ev. 


328, S DUE RUBER ORIRE R, ni (de 006 
РДЕ, ФУ = da! A-- Adz^ 为 体积 元 ， 


VEM В" тр (а — D ҖЕ 0* 定 向 正则 子 流 形 , M E BU Jd 
Б (ит, a" 59M sk, BR: 的 上 述 Rieman 1 ЖЕ] ЕЩ M 


不 的 一 个 Riemann 度量 . ww ou kms 与 Mid -- is С” 
单位 法 向 基 场 。 则 


УО) da Ac Лал Ada? 
1] 


=>(—1)' cu s 二 "E du a A. «Adun? 
I h: А” \ 
ES ar" 
_ т z 1 
= det ‚ dul A Adu"! 
g! дх* 
一 1 duy" 
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а ашн аа са а са сас EAL C RR RAe ay S 


PEN Әх! 
Е Әг" Su Su" i 
ду! 
deti ... ш р qu As Adu n t 
| PCIE 
\ ax дз" дат "дит 
Ән Т gw 


3s 17 x) "T NM 


o f ea 2-4 Jz д y 
\аш' j 


du! Ae Vda no. 


du^ "gy да? Gyl 
3s дт VE ous ү ЕНЕ ТА 
gu! d бает Maur gu 
-- l 
== det …- ТГ 


A Ju” 1 Gritt Fon a Ju” i 


iu! Aceda = aV. 


注意 ， 共 中 auc (xn 3) 


显然 , o= Xia ‚к! Ae Ad AC Ada? 为 R" — (0) E. 


的 C- 的 Cn 一 1 形式 (~， згө") H 


rwt 


a ni 
d= 这 (Dd As. -Aat N 
i=l 


Adz"—0, 


ikot R*— (0) EÉ (0 — DADER. AHMA n—1 ҖЕ CURIE, 8k: 
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ol м Си ОИЕ xem, 
mn 
VE re 290,5 71 (ro) 5s (бат, n, £28 B0: б=т} 


isl 


Az 53 С° у ES зө» улу, "s , © 


aV 01 lI Qicif ра Ti 
ne Проба As: A dz A Ada 


= | si 
AUR oso: dV 7g 877 (ro) 上 的 恰当 微分 形式 , 则 在 在 
S" 1 (9) Eg C^(n—2) EX n, Bi o= dn, ЩЩ Stokes 定理 得 到 


| „е=| o mb ambae 


98-14го) &®-1{ т Dyre T 


КИНИ _ d _ 
NL 19 oni © 
学 分 析 中 得 到 的 2 一 1 维 单位 球面 S" (1) = S7 ' 的 体积 )， 
此 外 ,如果 o 29 R" 一 {0} 上 的 恰当 微分 形式 , 则 存在 Е" — {0} 
Bt С" (n 2) EX 5, 使 得 o=dn， 设 T8717) 一 R" 一 {0} 为 
BARU. FE I*o— 1*dg-d(1*9)2) 8*7 (то) 上 的 俗 当 微分 
形式 ,这 与 上 而 已 证 得 的 结果 相 了 矛盾 ， 
以 上 证 明了 өп aV 都 不 是 R"— (0) Efi S ROUES, 
例 4 VER? Hos dS Oe D e D Gs у, 2}, M 3 RI 中 的 2 
ЯЕ O EBEN THUE, M EB E BEA nA u, v) Ej M— Sk, H R° 
的 通常 的 Riemann 度量 诱导 出 形 上 的 一 个 Riemann 度量 , 则 在 
此 局 部 坐标 系 中 , ӨМ MEUS C" 单 位 活 向量 场 为 


为 
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a arema дае o e O A ага IE ыны y O o сс 


TAM iiS E BUCO 
dA аул Вх лах hšdz A dg 
- gia 42б th drNdy 


Sal Эи») V 

h: hš h° 

cda ey dz 

= dei Fu du ou du^do 

= жо Rm 

dv de de 
(таъ Eu а x 2) do 
mm dz * 3» ил 
= 2х 


S; | dut. 


E 
1 二 
Rio E- (г T = Gr x)" Gr 3 Jof” 


2 9. 
du de 
| cu 
dr gy 
_ pom 
一 du й Ju 
dz 2y 
id 24 dz 
p ©® 
дә dv Zu 
L 0 0 
= jdet| 0 E F 
0 F а 
—VEG—F!, 
Ж dáA—-4/EG— F*duAdv. 
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Aan 


82 向 量具 上 的 线性 联络 

ik £= in, M,z,GL(m, Ry, К", бу n 3 C^ INDEM Eft 
C^ WA. EIRE Els ОО fia CS (£) ту C^CE), BH 
С°) -O"(E)— {о| о: МЕС, Arrolt) r, тС, 

Bl HAMM a С, E= TM x R, M,a, GLG, В), В, 
ë) 为 平凡 实 线 愉 ， 共 中 投影 riM ВОМ, ae, a)—c, ту 
MxR ЕЙ C^ Л К C^ CM x R) CCM, В). EX: TB 
ШТА, ЭЕ РД ЛӘН m cH E. 

Й? 设 £= {TH M, з, СІ (п, B), HR", €) A n ЕСЕЈЕ 
М LEDA. CADCM EM |. C? DA FEES ACTORS НОП 
法 , 方 括号 运算 [ ，] 的 无 限 维 Lie 代数 . i 

GE MI CMM Z (E, M, r, GL(m, R), R”, GREL 
的 线性 (或 仿 射 ) 联 结 足 截面 空间 上 的 一 个 峡 射 

ViC"(TM) xOC"(E)-C"(E), (X, o) V(X, о)= уко, 
WE: (1) Vexnno-fVxetfviue ff:E0" CM, R), 
Aa, AEC (TM), EC (E; 

(2) Vx CA GF AOD = А Vxe + ANO А, AEP, XC 
C (ТМ), a, aa 707 (E); 

(3) Vx(fo) = (Vxor fVxoCSE TE), fCC^ (OM, В), XE 
C"(TM), o€C"(E), 其 中 vxf-df(X)— Хү 为 fik X imi 
FURE. ухо 为 中 天 于 互 的 协 变 导 数 ， 

EX 2 线性 联络 V 的 曲率 张 重 (C” (五 ) 值 ) 是 

R.C"(TM) x OS (TM) X C^(E) —C"(E), 

ВОХ, Y)o— VxVyà— VrVxto —Vrx, r9 — —R(Y, X)o, Ш 
R(X,Y)——R(G, X). 

381 АЖЕ X,Y, о 0 C^ OM, R)22TYEBS. 
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D I 


证 明 xHEBDICCCOM,BO,X,YECT(TM), o€C^(E), Н. 
НЕН; 
RCFE Po- VaV ro — Vr Vrx9 7 Vie x, ү OO 
— fVxVre —VerCfVxa) — V-thnxens vy)? 
—f(VxVyo— V rV x9 Wx, 1:9) — (V D ro r (YPN o 
= [RCX,Y)o, 
ROG Y) Go) = vs (Po) у уух o) x. vifo) 
Vx D)o Беу о) V; CX Do рухо) (CX, Y] 
— fV x. у 
Руху VIVO Vu, рә) 1 CXY f - Y Xf —[X, 
Y]f)a (X DVsot- СХ Ру, -KN Vro— {ri Yr 
一 fRC' X,Y)o. = 
例 3 jtv” V ХИ О” A £ (E AAA, КО 
水 空 闻 ) 上 的 线性 联络 ， 在 反 和 站 的 WWhitney # ED bN fx 
性 联络 V: C^ (T M) х C" (EDF C7 EDF) 5 Vlo) ^to 
Фе (ТИЙ X. 1 读者 验证 VY 20 £COn. 上 的 线性 联络 ). 
PA ВЕЕ: ES > M С RUA EOM [п АА, X T E 
HERRERA vom št Psp ER e К v * H 
(010). o> Vx(B. a)—8. Yro, O0CO"(E*),oCO*(E) 
给 出 〈 其 中 。 袁 示 对 俑 从 F*rhin] gr 3 E арар ЕЧЕН). "Cade 
率 张 县 是 由 等 式 
R*(X,Y)8. о. R(OX,Y)o-0, X,Y€C"(TM), 
6C C" (E*) , aC O"(E), 
给 出 的 . 
vili lg) i»(20 是 显然 的 .更 症 验 下 (3) 也 成 立 ， 
事实 D. I I 
(V£f0). o=vx(f0.o)—f89. Yro 
。 274+ 


=J(vx (0. )—8#. Vro) - (ХР (0. o) 
=((vxf)0 ! fvim. o, 
VAGI) = (VS O0-- РӨ. 

ЖУ, 1 

R*(X,Y)0. o—(VíVi0—VIVXO—-V5, r0. o 

=Vx(VË0. o)—V18. Vxo-—Vr(V18. o)--VXÓ. Vro 
үх, y: (Ü. 0) 0. Wrr, уу 

=Vx(Vr(0, 0) —0. Vio)— Vr(0. Vxo)-F8. VyVxo 
V: V(b. 0)—8. Fro) t Vx(E. Vio) —0. Vxyro 
—(VryVy—VrVr)(9, 0) 4-8. Vis, ууд 

—0. (ViVo VxVrO-FVix, rz 的 一 一 和 R(X, FT), 

R*(X,Y)0. о -0. R(X,Y)o—0. EE 

5 it V, WAHRAN Eit ар, 而 

Vx W = л, w) |A'€R, v,£V ,w,CW, sen} 


2g V RIW ROBAR £e V x W — (Co, 1$) | vEV ,w&W) m ЙТ 2528 2238 
FERRER Енш н СК). < T ЖЕГИН ЛЯП (ә + 
Pas W) — (vi, W) — (ps, 30), (b, зр, T We) — (9, tpi) — (p, 10), (Аз, w) 
— Або, w), (p, Аш) — À (n, ш) fs 38 ye cin V X W Bye ERI, 
Ж АСК, р, о, v; CVs ш, wi, оТ, RITE РАПИЯ st $428 
VOW=F W/T, 
ВИТА = i]. mR [e] RR осу x W B) Ж, 
ШГа]= {23-51567}. WEN, 
[e] [5]— Da £6], АГа]=[ Аа], 
2,bCV X W,ACR, HA 
O—[ (v, Fig, в) — (n, w) 一 (эз, w)] 
= [0041 pa 1w))]—[Gi, w)1—[(Cos, w) J, 
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++ e ROCHE реда с; А pg 


Oz [£p иң deus) — nsum (suuni 
= Ow maw)i—[60,mo0] E, нь), 
9 [Ар w) — Ae, ш) = L (Ap. w) i 4L ш) г, 
О = Г (о, Au -- ACv, ш) ] =- [ Co, 410) ] — AL Co, ж) ], 
[Co 03, 202 ] = [Gi ш) ] + LC Cs в) ], 
[ (р, ш, lna). — Go, w) ] L (u, w) 1, 
Cio, ш) ] — [Co, 40) ] — AL Co, ш) ]. 
为 运算 方便 , 记 [ (o, y] = бю 于 是 ,上 述 公 式 成 为 
| (o, Го) Qa = u Ow. Безар, 
р) (ил -- ыз) = вы t 09), 
(Av) Сё —oGO( Aw) = А(25) ш). - 
更 一 般 地 有 ( 了 Av, sx илә, = > > Бао. mw; in 
te,li=1,*, m) Жут e bt Р ВО, (P513 — 1, ñn)29 n ЯЕ 
Јер Si e [B] A, WERE ie (e Cof, =1, mij=1,.--. 8) 29V QW 
的 基 , 且 它 为 ma 维 向 量 空间 , VE (61i —1,-- m) UE Im nsn 
分 别 为 了 和 全 的 另外 的 基 , 并 且 
B fuc zs 
2! c t Cam 引 
Н [didi :) 
Р) »" E 
因此 ， Be «x ene Jen > dif; )= 25 226i fs Hit. 


FD = (с) (ес) (4,)'. 


. * 27@* 


对 于 任何 EF 再 有 


>; 5 Ae O5 =u 


i-]1-1 


n т 


п 
х1} = > >: A erdue Cf, 


TE 
Kl ї=1 i-i 1-1 


m 


m п T 
-RIX(XIRMeasJest, 


i=1 7—1 `К=11—1 


(AM = (са) CA) (d). 

25 (Е, М, пв, С. (т, В), В", &,), а= (Е, M, ar, 
GL(£, R), R", ё) Jg n ЯЕ СИМ Е C^ ТАГАЛА. ЗЕР £ 
的 对 得 从 £7", £ 和 7 的 Whitney T, [Ай SARI m sk ar BITA 

Hen Ut EHF, M, agor, Сі (mk, R), R", Erger} . 

йү”, 分 别 为 5 和 上 的 线性 联络 ， 我 们 定义 £007 上 的 
张 基 积 联络 V, 使 得 

Vx(0698) = (V10)698-Fo09(V100,  XCC"(TM). 

它 的 曲率 张 量 为 
RCX, Y) (0698) —VxV y (0690) — Vr Vx (oC90) 
—V:ix,r1 (об) 
—Vx (O19) 9604-05770} — Vy (CV 190 690+ oCO VEO) 
— (Gl, ғо) 696 + обу, r8) 
= (VIV o) OI + (уго) COVXO —- (Vio COVIO 
+оо (ухуг0) — (vivio)090— (VEO OVI 
— (уто) GOV £0 — обуу X8 — (Vik. 1,0) 690 
一 号 的 Yi rd І 

=R" (X, У) 00)0 осв" (X,Y)8, 

BI ЛОХ, Y) (0600) = R^ (X, Y) 0090 -oCoR" (X ,Y)6, 
X,YCC^(TM),oCC"(E),0CC"(F). 
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1 ЖАРОО By :种 定 区 为 了 会 开 = 57 эш? 


ФОР. ЕСЕ ЯНУ, W y| ЕИ (и) 和 И = 
(W*5*, ЙАЛТ УСОН пра —388 1 k RE ОО ЕЛЕ XL, 

JE TL BB, w] a; ЕЗ А А Вр V i =l, 566, s [IE X БЕЛЕ, 
G--QV, WOP VODO GEV, 至 于 与 向 量 及 

个 3 个 

相关 的 内 容 不 开 一 一 鞠 述 . 

pE jUMxRIGsiECTHWUUM STIR CER ZA EM x R 
上 定 浆 线性 联络 为 

Vxf—dfCX) — Xf, FEC (M, R), XCC^ (T AP). 

显然 ， RCOX, У) —VxVrf— VVxÍ— Vie rf = ОХУ YX—ix, 
Ү]у}=0, 读者 将 此 推广 到 Nx R". 

例 7 ix V 29 n E СМА TM Д. £k PL Rk 56, ВЛ 
м СТМ) X COT M) ^C" (AD, X, Y) 5 Vx, ilii. 

(1) Varant = Рух Y VY. fafic07 OM В), X, 
Xa FECT M); 

(2) Vx AY ,-F AY = AV xY, TANxXY:. А, ЬЄЙ,Х,Ү,, 
Y EC (T M); | 

(3) Val fY) = (ууру fY (CHH), | fCO7(TM), X, 
YEC (TM). . | 

USER ROTM) x C° M) СТМ) Сем) 

ROX,Y)Z —VxViZ— ViVxZ— Nix, nZ RY, Х)2. 

TE S V HUEESKER TSCT(TM) X CT(TM)-»C7 (T M) 3j 

T(X,Y)-V4Y--v,X—-[X,Y]— —T(Y, X). 

Ut PEM, U 2) p BE SB R, Xi, o, X, AU EQ С" у 
3, 则 对 任何 X €CT (TU), 有 
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ra 


Sere 


XM PX, FECU, R). 
i l 
EU Ema 


xx; > Pri; X,, 
hcl 
T(X,, ХХ.) -- S Umi X, 
E-1 


ROX, Х,)Х,= s MIDI 


= 1 
ET Dip Ti ВЕС", R mE T 
[X , X Dle, X, ес", В). 
£= 1 


ШЕЕ | 
5138 2 (D Ti,-—--Ti, Ria = Rip 
(2) Tis: Fi Г-н; 


(3) Rio PTE rujo + Х,ГИ— X h 


а=1 


E 

V3. L 
一 > eU. 

&-1 


FUE, AUR U X MU И, Xc i=l, s n Җа 


r 


向 量 场 ， LIES 


=, cir 2x0, H EXE 式 就 成 为 


"ERE 


Lr h— Dis 


nt, = (Гг Ds es h—3,: u: 


к=] 


LAA ма VAEA ir - h 


证 明 (1) НЬ, TQ XO-—TOQX) — 


-STLA sn In X, =R(X,,X)X,= R(X, XQ X45 
em 


E=] 


—S Ri X, 推出 Tj —TiJ3R5,—— ? 
kot 


Di 
(2) 由 2 TX STO, X0—^Vx,X,—Vx,X,—[X,, X] 
i=l 


= УГ Th eh) Ху, 
i=l 


推出 
Lh Tis —©}. 


(3) 由 


> mu X, ,=R(X,, ХХ, 


k-i 


=Vx NVa AX Vx NVa, XS Vix, x Xi 


т Erix, ур 5 rh, \ 一 Yo . Xi 
NET acl ; e, ^+ 


Гра хь TD ETT, 
一 2 OG 70 X,— Set, > Fr: X, 
9=1 par A1 


= > СГ DS X i Xn 


Ecl *s-1 


-Dep i Ix, 
$21 


推出 所 要 的 公式 .六 | 
定理 1 设 Xis e, X, Жр X U ER 2” 基 向 量 场 ， 
9;,,0,, Iii, jn) 0 F p CO" 1 N, ОН о (Хх) ==}, 


o,7 DDho 定义 (op 由 局 10 ГІ, 因而 由 联络 Y ба) 
进一步 ,ws 由 曲率 张 量 表示 : Cartan 结构 方程 


(1) do; 一 XE Y >> TY AG; 


2; Ё=1 


(2) door 一 3o, Лә, +5 S S Rina Ae, 


s= 1 2 + 


证 明 (1) 由 (Zo. Ao, +41 т D$ Tj se A; Jat xo 


UE 2 CA 


一 M (a. Xi) Oa CX) —0,X1)0, (X1)) 


а=1 


+5 3 Tila, (XD om) -—-o;XOo(X, ) 


2 VEA 


= Erhai rhat > T3, (010; —5:00) 
sr k=1 Jj, k=1 
Га Dh (ТТЫ) = Dip Tht DS Phot 
> Xilol Xa) — Xlo CX 0) —e (X, X41) 
cde (Xi Xa) 
Н. 
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(2) 再 由 ( Slow ++ >` Rao Nos KAn Xa) 


sel $, k=1 


= >] (eis X m) 5: CX) —pwi (Xin CX 


&-I 


HOD Blade; OG) 0.00) o, G) o OG)? 


i, k=l 
т I я n n А . 
=DD LAr У Du | 
з =1 E 一 上 ї=1 k=l 1-1 
+E Уу Rit 5162) 
A &=1 


n n 
= УГ, Г POPP Ria Х.Г X ITA: 
sed 


好 一 上 


Ш 


=х > ria) x, [> гд) 
=1 ГЕ 


-(Ziri ых.) 

E-1 4-1 2 
=X mlo lKa) - Xa(on (X40 ә. (ЕХ, Хь) 
= deo (X ,, X4) 

推出 第 二 个 等 式 ， ЗЕ | - 
MORRA GA S H VY RA X, YECA E m 


Vx Ху Xo X,S07 QU) RRA E. 但 有 下 面 的 引 理 
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引 理 3 Шул C^ AREA E= (Е, M, л, GLOn, К), К", &) 
上 的 线性 联络 , M Don EC BE ,U C M YE Y- OE, ХЕ” (ТМ), 
¿€C (FE). MÈ X 1o 0 gm olo 0, CU xo [o == 0. 
证 明 MU it X|, =0, pcU. h 356 — 58 $ 25H88 1, "TEILE 
jec* ut, R), 使 得 Ор) 0 f Plus 1, M FX — X, B. 
(V xo) p = (V xQ) s = (Рух) = f (p) OV x9) =). 
(2) AM, o]. = 0 Ff, EH. foo — eof sil 
(Vro) = (Vxfa)es= (( Xf)o-- PUxaDp = CXf) һәр 
+F 0), 0-4 0-0. jt 
定理 2 Мун С И, Е-Е, M, x, С. (н. ID, R", 
SJAM Ей) C^ hp iM 
(D fn v 3 š .上 的 线性 联络 ,2 一 B50,U, то, GL(m, В), 
К". 0} 为 在 目的 限制 ( 它 是 上 的 0” 向量 从 }， 共 中 E, = 
Ele. 
Vos0 QU) x CU) 90" D), 
(X, a) yEm, | 
IE (vgo),— (Ухо), 其 中 PEV, XC€C^(TM),o€C"(E), НЖ 
E рТ УСЫ, X] = XI: ol =], W| v" 2; ér 上 的 线 
(2) JZ, 7ТЕ М EHF AZW, асра U, {т 
一 个 50。 上 的 线性 联络 V", B. V^ Loco, V^ luno, 5 
VO (TM) x C^ (Ej C"(E), 
(X, 0) —Vxo, 
fe fH Vro) = (ут), 其 中 p€U,, X, 0 pr р X, {ЕШ ES 
BUB] у 2 上 的 线性 联络 ， 它 在 每 个 V6 二 如 (1 请 导出 的 线 
TERKGE T Ар vv. | 
证 明 (1) 由 3! 理 3,V" 55 X, ову, ВИЕ, 定义 是 


"2839 


ашн ванга. аа ———INNE інін" Га o з LLLALLLLOLLLOLTLLI. 


WS. FERE VU р 的 条 件 (2)， 其 它 证 明 类 似 ， 
WBEJ€C^"(U, R), X€C"(TU), ФЕ0"(Е,), ре. й p ñE eri 
VcU fn f€C^(M, R), XGC"(T M), oCC"(E), Eit 站 = 了 | 
X|,—X|y,olr-0|y. T A, | 
(үуўт®)»= (уро) = (Руко) = f (p) (ухо), = (р) (VE), 


(2) ША, V 与 Vs ЛЕК. ЛА 为 线 竹 联络 , on 
ЁШ 25 £ ESZETEERIA, + 

2 Шужа б" ЈМ БАЕВ, (U, p), (zt) 和 
СИ, р), UP) 29M BJ FEES kn g8 


; 9 . g 
V5 2. V Dl (1) 
azar > 


2 SE 


定义 了 TV 上 的 联络 系数 Pa 应 用 联络 的 二 个 条 件 ， 当 BF 将 
时 , 通过 简单 计算 得 到 


š i i 
Т» = е1 c eu 20° 2 
f P 129° ey Әх Г» u Diy агу? gx ( ) 


3-3, AREA MOS — ^ FUR eR ADIRE ge TE A 
4- X BEI BRR IRIB U ДО — HEAR. ГЇ}, 使 得 在 任何 两 个 相 
交 的 局部 坐标 邻 域 的 交 中 ， 公 式 (2) ойу. 则 由 CD 可 定义 
5 2, ВА TARNE 联络 ү”. 再 由 (2) 得 到 ,在 
UNV 中 ，Ve=Vyr， 所 以 它们 唯一 确定 了 ?对 上 的 一 个 线性 
联络 . 

忆 定 义 1 定义 线性 联络 总 不 变现 点 或 算 了 观点 ， 也 就 是 近代 
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TRD I. mA БА ВВЕ АЭ ЗЕ, 公式 (1), ODETE 
ПРАК ЧЕ PRIR, о Ae uk ЖЕЙ! exits 75 s, 

ТЕЛКИ ВЕТ, 仍 记 v: 29 v. 

引 理 4 VEE—(E, M, л, GL(m, R), R^, 6) n d C^ 流 形 
Мй C шры JA, v yë E 的 线性 联络 XCC"(T M), 
ЄС“ (E), PEM, Xp= 0. Wi (ухо) = 0. 


证 明 RU, p) (r) p PURA A X = > уре 


FECU, R), фр) 00151). 选取 XCP M), 
g c7 Ot, Е), (big X. lo |, leo fle, Job V 38 p 的 六 


领域 , 则 由 引 理 3 得 到 (Vxo)z 一 (Y > oO) p= 228 0) (V x,» 


= Ур) (ухо) = > 10. (V9), =0. E: 
i 1 i=] 


引 理 $5 je £= (E, M, n, GL(m, R), К", 6) 2g n M: 0” 流 形 
M [By C? HL Tt, V2 ë ERREK, XEO (TM), EC (E), 
pcM,o 0° 上 曲线， cla) =p, c'(a)=X,, (хо), X, Жї 
oo 人 完全 确定 , 且 它 与 切 于 天? ро MERER, 

证 明 ДЕ pis SA Bs S CU, v), (21), 相应 十 二 的 从 图 卡 为 
(w (Uy, b). Vk 


_ т Р 3 _ т 
х= зда Pm e= 2X, 
其 中 X;,=# '(z,e;). WI 
Vos " ек»), 
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i 


= S OD Kt hp) a GU a Ху)» { 
1—1 =} Фа" 

HALON GU x 

| 


s=, ` 
HEDDED (Vs X) |, 
i=1 m ` 


3H X, 和 afctt)) 完 全 确定 , 且 与 切 于 X, 的 了 HX HG (X b: 
与 切 士 X> йс 无 关 !1). + 

XEX3 WE-(QE, M, л, GL(m, R), R", €j% n 8 0° Е 
MÈCO” 向 最 从 ， 和 VY 为 上 的 线性 联络 .0 26 M re B С” К, 
T (0) =0' (t), o(t) Eo, B. oC) СЭ), 在 局 部 坐标 
RU, e), ХТА Ст СО), фә нн, E 


TG) - ууа) (S), 900 = 7600 Хо, MEX 
#=1 1=1 


я 
(Vro) (1) = Уат Kred E90) DWAT э Xo |, 


容易 验证 它 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 注意 其 中 X; 47 Gs e). 
如 果 уго 0, SI fs oL) JB E 4509. 
ЗОЖ £ 29 МЕЛЛА. B.V =P —0, Д о 29— ЖЖ. da 
条 测 地 线 不 是 任何 测 地 线 的 真 限制 , 则 称 它 为 最 大 的 测 地 线 . 
定理 3 пужни" м M DN TM k. f e BW 
d&. o:[a,bl—> M A C^ 8, T — o, MOHE YET co M, EE 
o Е Y GST, oM, ERY (а) -Y, YOOX t e 
C7 类 的 , НУС) o 834719. 
证 明 dE c (o) ЖО, p), (25) н, 2 
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pios 


Sr шушы 
Уа 244 iiy? & (E) £ (o (t)), 


ЕТСЯ -5 А 
700=0'00= 27g $e) ur үө = 3v. 
则 | 


Y (1) ko 平行 


(Фү 8 dz 3 
0) = v >Y = Я уз > Pa 
Vr >! йё (22, ) on di у 529% ) | 


Gu X ъй ДӘ, 


ar* 
i n dz! 3o | САР Ap 
TH D чї 0 KSl, vn. (向导 的 平移 方程 》 


因为 初始 条 件 了 (a) =Y 确定 了 4 个 初始 值 Yi (Qa), 由 线性 党 
微分 方程 组 解 的 存在 和 唯一 性 定理 ， 以 及 利用 延 拓 的 方法 可 以 得 
到 沿 o 平行 的 唯一 的 0" 向 最 声 了 (i)， H 

Жз ”对 于 一 般 的 C EA 5, ОСЕ, 类 似 地 存在 上 的 
唯一 的 一 个 oG)EE,u, 使 得 o(2) =o, o(t)3 s Ж О” 的 ,日 
оС o 是 平行 的 . | 

推论 1 在 局 部 华 标 系 (UV,g), (zt) p, 


o 为 测 地 线 | 
dëst S dat йш malf д 
50=У›7 = P» d PE di di ru.) 
dz i rds det _ —1 ... ñ 
e i 2 Pri gp 9, k lyen 〈 测 地 线 方 程 》 
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定理 4 V A nte С ИРМ) EJ JA TM 上 的 线性 联络 . 
РЕ М, XCTQM. ШЕМ PEE RE — ВЕ SEES o (0, f 
得 o(0) =p, o (00 — X. 

证 明 15007, @), (2 Xp p Hg meia Ш p (U) = 
(Qi, a7) Га СР Фр) 0. WW X. 可 表示 为 


т. ә А 
X- Zer), аЄВ. 


我 们 考察 党 微分 方程 组 : 
<= F OKIL) 
a 


“€ рэ Гі ба? en athe eben) 


(хі, as alu e 9) Lam (0, 0, Оре, а"). 

Вс, K Wü «ee, OK оо, EAER RR 
Е (5, azh Ü Zn) Цао, z EK, 61, вр 
ХЕ Lipschitz 条 фр, ААЛ {Ж 22 2j EE ILE TE ТЕ BRE — РЕЛЕ LER. 
HAEA E 5,70 MO ERE m (22, 2 (0, Ein, | £ | «b, 使 得 

a) 9 ву (іа, Itb); 


ED — 3 Pt (sat 0) G) s) 
i í, 1=1 
GE, [2| 5); 

(2) (2100), a^ (0) 2 (0), +1, 2^0) 0, =, 05a, ==, а"); 

(3) [L A)| «es Iz (Р) [Е Osisen, | t| 505 

(4) EREA G<i<s DR АЕС), (2) ЯЗ) НЕ 
一 函数 组 | 

这 就 证 明了 存在 一 条 满足 条 件 (0) =p, о' (0) = X Мф 
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Tobi fi， 此 外 ， 任 何 两 条 这 样 的 测 地 钱 在 上 =0 的 某 个 区 
HAREA. MOTARA, 如 时 两 条 测 地 线 o (GEA 
о) ЕГ) ЖАНЫН LEA, 则 它们 在 r, nr, 上 也 重合 . 于 
十, 立即 得 到 定理 4 的 结论 .着 

定理 5 EV ni O> M JM j АТМ E B E PE P 
2k. 则 

U—-O-vD VY C(X,Y)+V<Y)2 ТМ 上 上 的 线性 联络 全 
б=ф-—у 28M 00 C7 的 2 阶 协 变 向 量 俏 张 量 场 ( 称 为 如 和 的 

证 明 (=) BU VR v OUT M 于 的 线性 联络 , 故 СОХ, fF) 
= ў (ЈУ) ух (ЈУ) = (ADY HGY —(XPY рузу = (УАР 
—V4Y) -fOCX,Y),Rk C X- Y E C^ M, В). CF X 
HCT (M, R £ kE e ДАЙ». 

(=) 因为 了 为 了 IH 上 的 线性 联络 ，C AMEB CR 2 Br 
es a aie БЕ Б, ЖЕ 

VxGY)-—-CG, РУ) ку) - fOCX, Y) E fuxY -XDY 
=(Xf)Y+ fox. 
HI ТИПО ЕЛЕЕ ИНДЕ 性 (3)， 至 于 条 件 (1) (2) 是 明显 的 ， 这 就 
EUT C453) TM 上 的 线性 联络 ， 埋 

тб (YAVA n 8k С MEM HA TP M 上 的 线性 
Eg, C= VV 为 差 张 量 ， 令 | | 


S(X,Y)=+L0(X,Y)--O(Y, X)1 UR, 
AX, =C Y) -C Y, X) OR. 


. Wl (D 2AC0GX,YV)=T(X, Y)— T(X,YO, H'BT,T 29D V, V 
Ep 
+ 299 ~ 


a Mer, k Ao AR EA mv 


(2) (a) 联络 喜 和 六 有 相同 的 测 节 线 ( 参 数 相同 ) (Фф) 对 所 
有 的 X, (X, X) 0956018 = 0S (d)U = А; 

(3) V -ver-T 且 它 们 有 相同 的 测 地 线 , 

证 明 (1) TX, Y) – Р(Х, Y) - 94Y - 94 X — LX, Y]— 
Хау Х,У] = QUY V IF) (gy X v X) — €(X, Y) 
(У, X) 22A(X,Y). ' 

(2) (0) (b) Жо ЕХ, HM k, o'(0 =Х,, XE 
€*(TM),BXl,—o', Wl 

СХ, X) =0(0' (0,0 (0) 2CCX, X) la = (VX — V xX)» 
—(V, o -- Veo) = 0—0 0. 

(a) « RAR RAX, C(A, X) —0, dk 

V.o' —V,o' -C(a', a) «0, 
U.o'- V. o", 
V. о' — 0699, 0" —0, 
BI dnos ЖЕЙ d b £3 
(=e) BKO) С(Х,Х)=0 得 到 


8(Х,Х) = LC(x, X)+O(X, X)]=0. 


FERMER X,Y 有 

0=S(X +Y, X 4-Y)—S(X, X)4-8(X, Y) 4 S(F, X) 
VSQO,Y)-28(X, Y), 

SCOX,Y)—0, H S=0., 

(0) «- Cc) R98 —0, Si CO, X) =+[C(X, X) +E, X] 
=8(X, X) «0. | 

(00D. AAC, Y) +O(F, X) -28CG Y) ЯД SCR, E 
Y)-0oCCX, Y) « (ү, X) CCX, Y) sica, Y)-C(F, 
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= 


Х)]-:А(Х,У), BIC = АД; ' 

(3) (一 ?显然 | 

(Bio TOY —V,X LX, 了 ]=VxY—VrX— EX, 
F]eGOC(X,Y) фу, XA -Vyr X =ÇC(Y, X), 

V nv fy Ri lata MEA В 05 C CX, Y) = (ү, X), 
BO--COX,Y) —VxY —ухҮ, ӯ = v. Ris 

定理 7 设 V Ж CUTHDEMISUDATM ERRER, ГЕЛЕ 
WE ARERR Суг үл — LT (X, Y), "Eo v det 
地 线 (参数 相同 ), Hide RET 0. 

证 明 юу 26 TM ЕЖЕН ИП LT (X, Y)28M EDS 
0" 的 2 阶 肋 变 向 量 值 张 量 场 , 根据 定理 5, 了 = 一 也 了 也 为 TM 上 
BERERA, СОХ, X) = T (X, X) =0 An у tela ift 
MERGEA. Hedh, TX, T) =V Y eX - CX, Y] - val 
—3705Y)-VeX +AT, X) [Х,У] (VY -v X - CX, 
YD-—T(X,Y)—-T(X,Y)—T(X,Y) --0, 7-0. 

由 定理 6(3), 如果 PM 上 有 两 个 线性 联络 和 Ys, 它们 都 与 


有 相同 的 测 地 线 (参数 相同 ) К ЫТ, =Т„=0, Шу, =, xd 


证 明了 叭 一 性 ，” ouk 

注 4 定理 5、6,、? 给 出 了 从 已 知 联 络 Y 构造 所 需 的 新 的 联 
AV, | 

但 是 , 必须 指出 的 是 人 不 是 2 阶 协 变 向 景 值 张 量 场 ， 如 选 fe 
COM, R), X, YCC^TM, (EX DYZO,WI Vr (fY)=(Xf)Y+ 
fVxYAfvxY. 


注 5 对 于 C" 紧 致 定向 谢 形 开 上 的 C" 向 量 从 至上 的 联络 立 可 
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LAGE ЖЕ BS 8E Е Yang-Mills i£ 8 YM QD. ҮМ P Ex 8829 
Yang-Mills 5. Эё T Yang-Mills 场 可 参阅 [Freed, D. S. and 
Uhlenbeck, K. K. J 和 [Law son, H. B. 1], 


53 Levi-Civita 联络 


Wt v 2b n ECC NOE M МИЛ АТ М LAGERE ZR, Š 2 ИА 
车 了 余 切 从 ?下 上 的 线性 联络 ， 而 例 5 构造 了 切 从 人 村 的 张 量 从 
OTM 上 的 线性 联络 ， 为 方 恒 ， 将 这 联络 仍 记 为 Vy. 现在 我 们 
用 另 一 方式 加 以 叙述 4 

V; C"(TM) xC"(GQ'T4)0* (7T M), 

(X,8)2yCX,0) — V,0. 

(1) VafeXf, f€C"(OM,R) -C^ (GT М); 

(2) VY ATM ЕА ЕВС V 33 1H, Y CO" (7 M) —C" (eon 
TM) 

(3) (720) (Y) = X0(Y) —0Cv Y), 8cC" (T* M) = 
OR TM), YCC" (TM) =C" (TM); 

(4) (Vra) Wy W; Y,, Y= VOW, Wu Y, 


s Y,» — 910Qf,, e Wiis WaW ais Wii Wy Fists Ya) 
i=l 


50, ttt W.; Y, * P gnis Vaf is Yn Im^ 
3-1 


9€07 ("T M), W,cO" (T* M) =0° (Q TM), Y, cC" (TM) = 
OIP). 
HFA V 的 性 质 , 我 们 先 定 闵 收缩 瑞 射 . 
定义 1 (е) п Ест У Й, (е) МЕ, 
天" 为 了 的 对 侦 空 间 ， 定 义 收缩 映射 
Ci : "> 18- у, 
= 292 • 


TEÍSOX IER EV. i = 1, rL, YEV, j=l 6,8—1, 
(CiayQw,,.-., W,- зҮ, Ts s) = 229, W... es, 
к=! 


Же, Woon Fut Уу er Ун -1). 
3E Cj 与 {es}, EREE, 


证 明 di). (ABAH HS ey n 


irl 
D dle", 则 


LL 
22900, Wi, e^, W, B W..5 Ү,, Ut. Ya à, 


Ү;, UY.) 


з a 
mM, Mie", Wats 7.13 Y; Uns Fiais 
PER 


hel 


n 
he Y s ns Ya) 

-M (È eat par, - Wine, W;, ttg Wpis Y;, "ttg 
Ү,.1, 8e,,Y ,-,Y, 1) 


= SIW p e, Ws, es, W;, Us, Waij Y, Y;a, e, 


k.t=1 
Yj, m Y.) 
B 260m, "y W,.,, e, Wis ө, И, Y, un fona, er, 
=} 


Y;, br Yai). F 
注 1 可 以 证 其 


mn D _ x 


€i СХ. OLOW DHF.) 
=F X) OLO ОХ, 
公式 也 可 作 . 为 CIEN. 
此 外 ,关于 0; SODA ER 
(СӨ. = (010) (еї, 66, езе tt Empa) 


т 
= > 10е", r elis ей, pli, s, phi; 日 mi 


y Ëm, ) 
__ Me: РЕ 
He -mj -kmj Lmz- =" 


引 理 2 (D Vrf EC (M, R) =C ("TM), vyY€C" (T M) 
=C (OTM, v.BcC" (cot T M), Jerhfec=s<( M, R), X, Y= 
ОТ M), GEC (Co ^T M); 

(2) уу" ТМ АРЕНА 

(3) Vxi:iC^(N'T* M) ОСТУМ), WKrBOT^(N'T* M) 为 
TH 上 的 ?+ 阶 0" 外 形式 的 全 体 ; 

(4) Vx(O+t т) =ү:0+%ухт, 0,n€CC" (COT M); 

(5) VORM = (V40) C9 g d- OV CO" (COT M), 
NEC (CST M) 

(ЁРЕ); 
(6) Vx (аЛ) = (Vr AB--aACV B), aC CO" (A"P* M), 
AEC (ATEM); 

(D Vrej 一 CeVx， 

证 明 (D VfEC (M, B) =07 (COT M), v,YEC" (TM) 
=б=(@'%т мулы ЖА. AARAA ECM, BY 

(Vx0)(fY)= X'9(fY)—9(vVx(fJY))—=(XF)0(0Y) + fX0(Y) 
—8(U0X D Y c JV<=Y)=f(X0(Y)—0(vVxzY)) —- f(vx9) (Р), 
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(Vz )(W ,, Wo, fW i Fouen P. Ya Y.) 
—VXx(8CV;, Ct, Wi., fW, Wii. W, Fitta Y,)) 


4—1 
一 > aW., Cu Wiis ya Wo W i.s Wiis fW; Wii. 
1-1 


W.; Y, ttg Y,) 
(И, W,- хи), Wi, Us W.; Yj, tt, Y.) 


一 2 OW aista W, a, fW, Wi, Wi, VxIF., 


I= +7 


Wiri ttt, W,; Y; "ttg Y.) 


— SOW, eu Wid И, Wants Wa Ynes аук 
#=1 
Vis F.) 
FQ OU] Wi Y y YA ОРОС Ws Yi, 
Y,)— (X (V ,, УЕ.) 
=F (FL, Wu Y, ns E). 
类 似 可 得 到 
(xO CY, e W,5 Ys, Ya ЎР Y ass Fa) 

= Орд) (W... W. Yu. Y.) 

BE F nik i6 t4 НЯ S3 BJ, ВАШЕ, v OEC ("^T M), 

(2) IH 82 Bl 4 Xu v 20 TM ЕЕЕ, Fil EE V: 
C^(T M) x C"(G9" "T M) C" (nTM), (X,0) 95 VxOCr, 8251) 
为 线性 联络 ， 从 定义 , 显然 Yxg Зе ССМ, RREH, 关于 
是 及 线性 的 ， 剩 下 须 证 的 是 对 任何 JEC, В), 

(Vx (£6) Fi, os Wes Yu Y.) 

=V fO yes Ws Yi Y 22) 


一 人 有 (本 W,.,,VxWi;, Wins W, Yi Y.) 
` i-i ` 
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— BMeOfÓ y, Wa Yta Y a, VxY s Yr Y. 
3014 


COXID)8T PVxe)Q i Wa Fat Y.) 
Hi ух (/0)= (Xf)0- fv z. 
(3) H 6CC" CAT * M) BS Ez ТЕП Veð 的 定义 立即 有 VE 
C^" (AT"T* M). 
(4) HiVx8 У, 
(5) 24 r=0 dz s —O BH, ДИ PA SF. 
24 ғ, slit, A 
(ух(09)2)) (W. W.W, WY, Y. Y... Y.) 
=F AW y WY YO) (И, Ws Yi Y) 


-5e W., Ce, W La, VW a Wano W, Yi "t, Ү,) , 
1-1 


nW: Mec! Wy Y eV EY1) 


— $1809, --., W,;Yi,-,FY; s, Vatis iri Fa) 
ї=1 . 


nF, mur Fa m es T) 


-Ew. eS Wa Yoyes YD (у, eu VW i 
РР) 

-Zo0, КӨУ; Yi Ya) gt Was Yi s Pr 
VE 


= ((vx0)G29 3809 Vx0) (OW, e, Wa WF, Fa Yi; Yas 
Y, NY, 


部 ViCOGOg) = (Va) m + 0@ V xn. 
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(6) VxteAB) = va ta «әв›) 


= CX CD 99) 


low (DrVvx(aap)- 


Tris! 


>](—1)'(ух(а®й))' 


-_ 


之 (一 1)"((уха) B tRy x B)" 


- 


= 2i БУ" ( (бу хо) А)" +216 1) (aV x B)" 


ZH 


= (VAP taAa B). 
(7) Wzlezl29T МВ АСАН tp, (er AHH Е 
E. B 
(Vze*) (e) = Xe* (ei) —e* (Vxej) 
= Xój —e* (xe Um ei) 


——e (2 a" V. ei) е (= a^ Pise! ) 
=— uat =— Уа" Гк, 
m n 
Fret = — lam "k et, 
ат 
xA Vx6i— V уа". еъ == "Te #k 
нд - 


DW +, W i, Vxe*, Wi, з, W,. зҮ, Y, Lx екз 
k 


* 297 = 


LOMA A HID hE ie mjere ua a ay md o i 


Y, tU Y.) 


= — >! a" PSSQF;, `... Wi;.,e,-, W,- Y, е, Y lis Eps 


Em. 


Yin. Ү.1), 
DAW, Wipe, Wi, =, Кул; Fists Y; Ver 
k 
Y i, Fyni) 


= У) a" nd (HW, W, e, Wo ee Weg Fons Yj- 


Lm, k 

ey, Y o Y, 1), 

DOW e, Wio vxe*, Wais e, Was Ei, F i-is ев 
k 


Ye, Y.) +000, ttt, Wi., е", W;, ttg 1; FIT Ut, 
Y; Vx€x, Y 5, Ttg Y, 4] 


(Cj eV x) (Fi, "ttg Wai Fi ee, Y sa) 
= (9,9) Waist Wi et, Wi, ... Wait Fiste Руле ёв 
k 
Y ;, Ttt, Y, 1) 
= (Vx*0Cj0) (Wist Weis HEP UY v) 
十 > [8(W ;, "tts Wi. Vxe*, Wi, +, W,.; Ү,, ttg Y, £y, 
k 
Y; su Y uu) | _ 
TO, И et, Wi, е, W, Yi ss Fj- Vxes, 
Y,-V,Y.)] 
一 (VioCj8) (Wais rey | ЖИЕ Y, ttt Y.) +0 


= (Vre CjO) Wi tts Wp- Yi ө, Y,.), 
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Ci*Vyx-wVgecj. ^ "К | 

定义 2 4049 = (М, (У) H n f "Riemanni, АЖЕ 
T M Y. [GR PEYRAR V ИЙЕ: | 

(4) BRET —0, MEX, VECEM), 

P(X, Y) =VxY—VrX—[X,Y]=0; 

(5) HENX, Y, ZEC? CP M), 

Z(X,Y) —(V4 X,Y»-F X, VzY). 
гу 00м, 2)= (М, <, У) 上 的 Riemann 联 络 或 Levi-Civita 
联络 . | 

51323 (1) n HE C" JE МА TM 上 的 线性 联络 Y 满足 
T = OC HLA BEER Ur) 1; Г®; = 大 СКОНЕ); 

(2) (а) n HEC" BOE MS IA T M |. PENAS vi. ZC X, 
Y= X, Y> FOX, Vr, X, Y, ZCO^"(TM)G() НЕМЕ 
C"(TM), Vig; 0 或 99 一 0( 僚 疯 82 70 8 6 доу) CO 对 任何 
BARERA, Ж | 


2gi Ш Žž 2 
2 = Mau > gulis i,j, k=l,- .8 
0-1 ш 


ӨСКЕН, 
证 明 (1) МХ, YCC" (TM), T(X,Y) -VxY — V; X — 
[x,Y]-0 全 对 任何 局 部 坐标 X05, 


Via Уз -| 过 ,这 上- Iq -riga 
STEy= Ty, iy jE=1, 
(2) (а) 5G GO HERI X, Y, ZEC (T M), 
ZX, F) —QVZX,Yo FOX, VY» 
SVa (X, Y) EV TI —9(VoX, Y) —9CX, V:Y)=0, B 
V28- 0 rz Vg 0, 
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e AIPU Бр: A, a Ahan vi dei AT АЫ behiei mi.. a o 


(a))9(c) IHEM X,Y, ZEC" (M), 
ZCX, Y) Qu X, Y) GG VY) 
C» HEBR S BEES X (2°), 有 


2, 3 可 = 
226 Ay 2- ( Ven 24 GS. , Vas 


n " 
PESE i, j k=l, A 
pd 1=1 


ÓXO»- > (Оз p УСЁ) = Уг in C^ 曲线 


o COE 1 СЕЛА B Ep, 0 (0) = I5 EE CORIO) 
Юк. And x (OY OR 平行 , 则 


а EDDA ir ah —9, 


db < [PCM 
"пога Dea 


b É =1 


于 是 , РВ FIRFSSUF3E, COD) Y= ico 
oiar» iS sm) 


jr 1=1 


-De (21 ss p M 57 nu 


i j=l 


T 


= У! < ab! — >` e [> MN 
i j=l 


IL! Kit=1 
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D ‚ MSS À, | 
= >: -Xeru- Sgurl a2 (1> 
ki, s= TE 


= t 
Ay =S h Mau ‚ i j,k=l, en 
[1 t-l 


-Ex& S Ur o, Се) m Ж. 
(全 ) 对 任何 固定 点 PEM, Ж o fE o (0) = 5,0000 = 
b 


< t. 


(de А) 


Y 
М? Ut d = (0, **-, 0, 1 0 0), a(0)=(0, +, 0, 1 


1=0 


I < 


-, 0), b(0) = (0, - "9, 1,0, 4,0), 并 代入 (1) 得 到 


98 Бе вога anb si j, k=l, zE 


定理 1 (Riemann 流 形 基 本 定理 } JE n 23EC"Riemannz l 
(M, 9): CM, C 7 上 存在 唯一 的 Riemann 联络 . 
1183107220) 
СЕВЕ) VE V 99 (M, 0) = CM, C, У) BS Riemann t, 则 
XQQ,Z» 4 Y4Z, X2 —Z(X, Y) 2 (JY, Zo (Y, VrZy 
+52, X) ASZ, Vy X» —-4Vz X, Y»? — CX, V;Y 2 —-VxY, 2) 
TAY,DX,Z ]»-F LY, Z), X5-F(Z, VY? +Z, LY, Хр, 
209, 2) = ХКУ, Zo -Y4Z, ХУ ZCX, YS —4Y, LX, Z1» 
-<X, LY, 2])— (2, LY, X]» | (2) 
Ti (2) 式 对 任何 ZEC (ТМ) pn, й Т МЕЖ Т VYE 
C^CP M), (М, p =M, 5) EH Riemann д дё AE ME— (9. 
CEEE ATHEN Riemann 联络 的 存在 性 ， 自 然 应 从 (2) 
式 出 发 定义 VxY CEAEM LERRA). HH Z BSfE ETE, ЖЛ] (2), 
TER A RU EE RE UT а у IB ERPEREERIS А F. HG>F, Hi 
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a 


XyaY—v.X—EX, Y), 2) = (ХҮ, Z)+Y<Z, X) ZG, 
Yyx—X,DX,Zb—UX, [Y, Z) —<Z,[Y, XD) OQ, Zo 
XY) ZlY, Xy— (X, [Y, Z])— (Y, [X,Z]>—<Z,[X,¥)>}— 
24 X Y], Z)=0 
和 . 
XOXQYYMRENGY,X)-(ZOX, Y) XQ ZY (Z, X> 
— CX, EZ, Y) — (2, CX, YY (V, EX, 20) l Y, X> + 
Y(X,Zy — XD, Y) AY, LZ, X]y— (Z, LY, X» CX, ГЕ, 
Z]») -22(X, Y) | 
推出 V 满 足 Riemann 联 络 的 条 件 (4) 和 (5). 

证 明 2 ERWA) 


(zt) 91079 29 2€ M BJ F WË А Ж, qu (aeo x ; 


т Әх? 8 
> gug = 8#, du (э , 2ғ)- > 2 без gis 
1-1 


Г.а 1 


dy! 2 
p= D ar apo DES => -Drug геа 
bs=l 
— 3 a o 3 
Vasr= Dd uua 
ТЕГЕ rn 了 gy* 


1 < 29, А 
(唯一 性 ) Eo (295 204 eeu) 
1 * п i T 
-i-xw (он агь) 
r-i i=l [1-1 
+E (Eosti, P3 
r-1 t~l [-I 


. 302 • 


+e (EosT нгы) 
т-1 {+1 i-i 
= 5-07 + Гр) = Г, 


这 就 证 明 T Db Ат Riemann E44 v 554 gu 及 拭 偏 导数 确 
定 , 即 由 Riemann 度量 g 确定 ， 


= 3 s. 1 = e (293 EE 一 3) 
《存在 性 )? 设 I 2 219 Jri 十 oa daz? * 


1x. / 89 Әй Әй 
Pr = >. v (S an Maa _ © ав 
IVA AS M 


sti gj Ti = Г, Pr Г, 且 通 过 计算 得 到 


"n 
Fr Әз Ja 23" n gir ду” 
MD 25° 23° aT (куран. ETT 


DTE 


п * п т 

1 eg. ә 
Tur +1. Г, =. 2199 Dg" A = FEE 5) 
121 121 izi 87а 


da da? 


sf 9955 , 9g 205; 
MES xw (5+ x") 


1-1 


1 E 29 — 984i Sa) 
73 32 Ga 0 — 2 


St Csi Iger _ – 500) 
y 3: (3e EMEN da Әх" 


E17 | ri Әг) 5922) ` 


Туф | 9915 __ 9н Sex nez 2 a) 
Ja" Әх? аг! 


“于 是 , Г 确定 的 线性 联络 满足 Riemann 联络 的 天 个 条 件 ， 


а n3 * 


ILI DP i Er 


证 明 3 262. + 
HE? 对称 联络 不 -EÈ Riemann eM, Bi, AUR y% 
CM, 9) Е?) Riemann 联络 , JI T—0. 4 V V +0, op C Xy TAE 
Ей C" 的 2 ВКК А АВК ЕН, П. Css0, 故 ӯ еу. IB A: 
据 $2 定 理 6, ДОХ, Р) = Tear yy —O(Y,X))—0 m TOC Y) 


=T(X,Y)+2A(X,Y)=0+0=0, 
定义 3 VERE n $ "Riemann HELM, д) = (М, 4,5) E 
的 Riemann 125, = TM 上 的 (0, 4) ZU C7 JE S B K Ур 
Riemann-Christoffel di zE3K , 其 中 КО. 
K(X Xan Xap X) 
= CX, ВОХ, X) Xp, Xi, Xa, X, X,£07 (TM). 
5184 i4 X.X,X.XQECT(OT MOL WA 
CD R(X, X, X4-2-R(ÓX 4, XOX R(ÓX,, Xa) X,7-0(CBian- 
chi 第 一 恒等式 ); 
K(X;,,X,, X, KO K(X,, X3, X4, X5) 
4 K (X4, X4, X», X35) -6; 
(2 К(Х,, X, Xs, X) = -K(X,, Xy, Xs, Ху); 
(3) КОХ, X, Xs, ХХ) = KG, Xs, X, Xa); 
(4) K(X i, X., Xy, X) = КОХ, Х.Х. X9. 
WH (1) R(X,, X,)X, FR(X;:, XOX -RCXS, ХАУХ, 
Tx, Nx XU Vx Vx, X Vur, ix Aa Vr Vx, X, 
—VaVx X,— Vus xo Xs Vai, Vx, Xi Vx Vx, Xie 
—N i, xaX = Vx x, Ха-- Vx, X2) 
—Vix, x X ach V x, (Ux, Xi Vx, Ха) — Vix, x Xe 
T Va Ox Хул, A) Vix .xl Xa 
=V a, [Xn Xi —Vix xi X F VOX XU) 
«504 。 | 


—Vix,x X 2 К Vx, [X i, X5] -Yik Аз 
=[X p [Xs Xi] [Xa [Xs Х| ]] 
+[X,, [X ,, X;j] 20. 
K(X X4, Xs, X4) d K(X,, Хз, X ,, X,) 
TK(Ni Xi Xy Хз) =X ROS X) XRX a X) Xa 
РАСХ, Ха) X, =: (X,,0) —0. 
(2) KX, Xs, Xs, XO КОХ, X,, X3, X.) 
=X i, R(X; ХХ T CX, (Ха, X4) X)» 
— OX, Vx, Vx Xa2— Vx, Vx,X2— Vix, x 1 Ха? 
TX Vx, Vz X VeVi Vx х Xa? 
= (Х,У х XD Os Vx Vx ХХ, Vx Vx, X. 
<An Vx, Vx AXD iA, Vix x Хә 
TX» Vix хах) = ХХХ, X35 — X4X3s 6X4, Хә? 
—LXs, X4]4X,, X» —0. 
(3) H R(X, X) = ВХ, X Of Bl. 
44) 861) (22 (3) 931 
= ЖХ, X, Ха X.) T K(X,, Xs, X, X5) 
TEX, X, X,, X,) —K(X, X4, X4, X1) 
—K(X,, Xa Xi, X.) —K(X,, Xi, Xs, X4) 
—K(X;, X, X4, X3) КОХ, X1, X5, X4) 
—K(X4,, Xy, X,, Xi) + ECX4, Xi, X3, X3) 
HE (Xi X3, X X) - EK CX4,, X5, X1, X4) 
—C2K(X,X4,X,X0—2K(Xs, X. Xi, X9), 
K(X,, X), Xs, X) =K (Xy, Xi, Xi, X3). ++ 
引 理 5 (Х,а ЫК О rh C7 ЖД, Kia 
—K(X,, X5, Xr Х,), M] 
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(1) Kin: De tieu; 
х= 1 


(2) Kin = Ki Kinio Каль Kin =K an 
Aic Ri T Riis = 0, 
Kid K ui Kir | = 0. 
证 明 (1) Kiss KCX5, X5, Хь, Xi) -QX a, R(X,;, Xi) Ху) 


=<X;, D> Ri EY = У19:.Ёы. 
&-l 8-1 ` 


(2) A Birds 4 89 (2) (3) (48 CD) 032. j 
- 引 理 6 EX, УСТ, М, CX, X) Y, Y) — X, YYSc0 (Bn X, 
Y 线性 无 美 ,它们 张 成 2 ФХР. 4 
K(X,Y, X,Y) 
OX, RIF, Y) X, Y? 


则 K(X,Y) - K(aX - bY,cX -dY),ad —hex0 (ME sk XY 
的 基 的 选取 无 关 . 

WEBA 由 a 站 十 如 和 wc 站 十 0 张 成 的 平行 瘤 边 形 面 积 平方 汶 
CaX+by,axtbry eRtdar, eXtadr)— (aX -bY, cX. gYyt 


K(X,Y)— 


五 | . 
Ë z (CX, ХУУ, Y) —<X, F>). ТОНО 4 ЖАТ 


K(aX4 bY,eX--dY,aX--0Y,oX--dY) 
=<aX-rbY,R(aX-—bY,cX4dY)(eX +Y) 
— Ca X +bY,(adg—beo)R(X,Y)(eX -dY )» 


b 
一 |" z £aX-FbY,R(X,Y)(c X -dY)) 


b; 
-| H (acc X, RCX, Y) Xo rad X, RCX, Y)Y) 


+be<Y, R(X, Y) ХУ bd (Y, RCX,Y)Y)] 
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bl? 


bl? 
4 (X,RX, n» dl K(X,Y, X, Y) 


dk K(aX-cbY,cX--dY)— 


K(aX--bY,eX c dY,aX--bY,cX--dY) 
iaX-rbY,aX--b6F»(eX-FdY?ceX-FdY»—CaX--bF,cX ауу? 


b 2 
M K(X,Y, X, F) 


= di =K(X,F). ++ 


(X, Х›У(У,У›—‹Х,У›*) 


жуа ERIM 6, 2 Н КЫЗДЫ НЕ X, YET,M ik 
siis 2 ACE TI XY ng (Riemann) #25 

K(X,Y, X,Y) 
<Х,Х)‹Ү,Ү)у—‹<Х,Ү)” 
它 不 仅 依赖 于 点 pG М, ЇЙ B b kal ТОРИЙ XY. 

定理 2 WM, <>) H ntk CT Riemann EE, WCD CM, 
<,)) 具 有 常 Riemann RAR ce( 每 总 处 的 任何 截 [hs 25 с) e (2) 
К=еК,6(3) 对 任何 AX, Xe X,€C7 OP AD, ARX a X.) X4 
=е{<Х, Xo Xi— 0X, X 5 Xy. 其 中 

K, (X, Xs, Хы, X4) 2X1, ХХ, X — (Xo, Хах. Хуу 

《显然 K. 满足 引 理 4 HEF K 的 上 个 条 件 )， 

证 明 (D) 由 


„м. 
n, XY) = 


RCXY)E(X,Y)— 


K(X., Xs, X; Хз) 
(OX, Х.Х, Ху OX, Хз)“ 


(Xi, ХХ, X2 —<Х,, Х»)%=0 得 到 K (X ,, Xy X,, X ) = 
cK (X ,, Xa Xi, Xa), ОХ, Xo OX, Ха) — X4, X)? X0. 
Dix Kn К, ШШ ЗЕ 489 4 4 X fh, MAEA, X > 
<X,, X;>y—<X,, Xa —0 BED X, АХ, d X,= X) m i, 
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=G 


Xp] K —-eK,, VE S= K—cK,, W|3[ ££faj Xi, X, € C (7M), 
SX, Xs Ху, Х,)=0. TE, WEM X Xs X,€C^(T AD, 
Ж 
0= S(X,, X,4- X,, Xi, X - X) 2 8(X,, Xs, Xi, X.) 
-S((X, X, X, X.) 228(X,, Xs, X, X), 
Ell SCX,, Xs, X4, X42 —0. 
Е-е, А БКИ, ЗА X, Xas XS, X, CT (ТМ), 
0-2S((X, Xu, Xs, X, | X3, X0 — SX, Xy, X, Ху) 
SX X Xi X) -S(X,, Xs Xs ГА) 
—S( Xi, X, X», X3), 
SX Xi Xs, XO = S(K,, Xy) Xo, X3). 
用 X; Xa, Xa EFF X, Xa Xa 得 到 
SXi, X, X X0 
—S(X,, Xs, Xo X), Xi, Xa X, X,CC"(TM), 
由 上 可 推出 ,对 任何 XS, Xo, Ху, LIECIT if). 
8S(X,, X4, Xs, X) =: S(X., Xs, Xs, X.) 
TSCX i, Xa, Xo X.) + 8(X,, Xo Xa X3) —0, 
SCX,, Xs, Ху, X4) —0, 
Bn K —cK,—0, K ScK,. 
(2) >(3) 因为 
CX, ВОХ, X) X = K (Xas Xs, Xi, XD 
=сК.(Х,, Xs, Xi, Xo) 
= е{<Х,, X Хз, X35 — CX, Xi Xs, Xr 
=&Х,,с{<Хз, X X, — Xs, X 0X3, 
Ak GE SR X, ДЕТЕЙ) 
R(X,, X) Xa c((Xs, Xy Xi— (Xs, X Xi). 
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LO LOAM An Fraue sast -iaee сао c ———— 


了 
(2)2(1) RCXY) TX, Ў зы OV 
(X, ROX, Y)Y) 


XX, XoY, Yp — (X, Y 


cO Y, X=Y, DY) o k 
UXX,XMY,YP—4X,YP ”” 


注 3 容易 验证 ， 
CM, RA E Riemann # Вс >k = (на 94258:)- 
下 面 我 们 给 出 儿 个 常 Riemann #509 5 ul, 
Ву i) Euclid 空间 R* 上 的 通常 的 整体 坐标 系 , g = 
6» R" 上 的 通常 的 0” Riemann Ле, HE 


./29 2 < "m. 
fij "GE :5}, X, Ys -( е =» 2» Әд? 


= 206". 


则 由 公式 гау (8 - ы” яз! kaa 
ГА 2 "mm xu» 


рэ s>) УО эге; 


j—1 


特别 当 75 C7 ЩА, X —o' (ORT, 


Ор 32 Qdb(a(t)) 2 
do 2 (оё) gri 2 dt 3a" 


1—1 1-1 
Aug o 为 坐标 曲线 x 则 有 
_ nab! 9 
VY "252 EP 


e 309 = 


显然 , 向量 的 平移 方 程 为 


J А 
db 0,3—1,8, рс) gis 18k =L es 


2)， 而 测 邮 线 方程 为 
z 
Sm шоу! =0t TB, j=l, R, 
ИЛИНЕ 2 Ел 中 的 直线 . 


用 外 ,Go 一 dz оў = Eri ==), Cartan SE y ge VA I 2: 2 


0. H Ti = Г; Dj jr Ba B 1 R T = 0. IB 
d 2 
тл 一 &( 2 D — 
> “зә ' aa! ЈӘх* - Vd n VIV AS 
d 
Vp EP "xil 


RA Rius SAC eq D&— Q t 得 到 


Rtt í = 0. 从 而 
a 
R(X,Y)Z— a De D XXIe) 


^ " "AW 
= 2j a'bte oR (527, Fer EF =0, 


ijkl 
K(X, Xs, Xo XO — X), (Хь, ХХ) =X 0 —0, 


K(X,Y, X,Y) 
RAP = зу RF) OX YD 


由 于 (R",<,)) 的 Riemann 礁 曲 率 伍 为 0, 故 称 它 为 平坦 空间 . 


1-1 


H2 uU ме) п) ЕВ" <р, ео 


+ 310» 


VE | 


Ak da Xil i= 1 n (0) R 的 通常 的 坐标 . 
i 
fr M EEx Riemann Ei g— X, 228 
n ` 4 
gij— Xs Х)= дё, A=1+ 4 >ї+ (—4)=%, 
(Х,У) = =s Be ху, wx j-: ab! Ll 


f=1 NES 


Ti. 
SRCM, д) —CM, У) 9 R3 BRE IE] Poincaré 空间 . 
ЭЕ ЕНЕ ПЯ CM, g) = CM, <, 2) Дн Riemann EE c. 


| li í i 
H 915—431 A] 97 AAR, 


"D - au — l we] , Pfu Әд; 
AU i, js E T la), MDS—pAIW (wr 99 994) 


rh, gis = 0, qu ы =0, gU =0, Bim 65-0. 
AUR 2,3 TR d, 则 


P _ x; 1 ш т 295; EE dg ) 
I ERE #=— > 了 3 du —- sid 
i ? 2 全 ( = | de, Ji. 


1 
— l auf 9, 995 uay 1 yas А) 
=" nee = 64804 


Әз ET "T 


1 л 247.2. )-- 
=7 A 24 128: ——»4 


Bol Z т (n (99s _ у 
572 2 Oz, | Jr; Әх. 


——— 


al gss (29: oi _ 2.) 
2 8 Jz; FE dz, ez, 


„зіў а 


四 іс ir epe pfi 
还 有 Гі. y5 tas, у 


1 рїї € Эд _ ea) 
EE" 9 Әх; + Әх; Oa, 


iue) ex, 


cg. 2A' 


于 是 , Dh- PPM €: (i), Pt-0 2. 


ШЕГУ 


RH = D ulis D GE je) T 


sed 


"( PM п)» Puriq PLP Ti, 


sz d.i 
E i aTj ӨГ, 
ГГ, + a m 
= CX. Cr. CF; ELIT _ ez; _ €x; 
25 2 Ae + 2А A 2 24 


E ez; -于 六 (-55 eze) 


F (Sr (A --( M 


д, 22; si 44° 
c eri 
Ha- 44? eG e )-4 A >: = 
c e е a a 
= 4204 1) === (67), 
RO, X)- OX, RCX; Xp)pXp 


(X, Xi (X;, Xp —(Xi;, Xp* 


nr з. за ч + к 


(х, D >a 
— =1 — &=1 


1 1 1 
ava 4 
=A Riy =A =e Gj). 


我 们 可 进一步 证 明 性 具有 人 负 常 Riemann #8 с. 2 e= 
AX., lie, e — «AX, АХ) = Ë; 84, Че) Ж TM 的 规范 
IE2 AE, jz x 7g pM üft— 2 维和 平面， (fo fl 2 w SURE 
A. CEPS FO ESL Fo е, БЫ}, EROS TLM OW ys Ese Е, Wj 
存在 正 交 变换 口 使 fi 一 Uei, i= 13, y .因为 (UX,LY)》 -AKUX, 


UY)as —— X, Рак OG Y). Ie, JUR TEIEZE IE RU: M 
M, lj U, u CU: T; MTM, 它 保持 切 空间 的 内 积 不 变 ， 由 
此 得 到 相应 的 联络 系数 ,Riemann 联络 是 一 臻 的 , ВК 
— — M 
Rf fo) =R (Ue, Ue;) =Ёк-!„(е, е2) — Ry, (AX, AX) 
-— D 
=Ё-„(Х, X,)= o, 
下 面 我 们 利用 公式 来 直接 进行 计算 .由 于 
s= 51%®4а,, 其 中 A=1+4 51 
mu ó; ij А? — 1, i=j, 
gii ^us g SA EN T 
我 们 有 
a 1 хт f 98i 39; Əg; 
和 


一 — rh um dss) 


. 3132 


LIED EE L———EU 


3 I? 3 Ps _. ec д Š, z; 1 1 Ó, 21 — Oct. 
grt U Je U 7072 Ən А 
€ а srt; ` LEN 
"rays 007 
C баб, |- дды —Ó Ó, LS 0,0, ;"! -6,,0,4-- 0,01, 
2 ШЕ А 


"xr. 
T$ (az; +Ó, 2 — Ó, Z.) E © (бл! Ó. Z. дау.) 


TU o. 
Oa (5. байк) 

NON r Ó, XI Oi 2 ) ar. — npn TO, 2, дру, t, 
-所 1688,5 —бибы){1 р LAG. — Dux); 


td биг: dura, | > Pu Philu O 


C prg 
= 20a 0en Hå UT —Óiz,) 
i 


* CO cr, HO, Z a Qe 2.) — (Akti Hte — Om.) 
. (быт, 十 Ó, zi —Ó; 2, )1 


c*i 1 、 
== 一 了 | |4 (ӧд. -H pe бъз), 


e Onda —6; 0,4.) >), | 


š Jp. _ Ə p. ñ 3 
Bia ті > TT Thu) 
ñ [1 
б " ñ 
= qi 90610401), 
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_ а 日 
Кш = К(28-, 59 "Sag x )= 2595s 


-Z2 "m дады) oa 


` =C Gibi gestu), 
再 根据 注 ЗЯ М 具有 负 常 Riemann &ps с. 


Rì 
例 3 iE M= {r= (01, es ta ЄВ" | ri =с}, 020, 


£=1 


LMR! 为 包含 映射 , 为 计算 PE 的 Riemann RHE, ЯШ 
设 卫 的 第 n+l ААР 0， 并 选取 南极 投影 得 到 局 部 坐标 系 
{t Ы] us), 由 第 一 章 § 1 ți 3, 有 


Qiiuor— (Ge am (22м) | 
eta + to 
ig А" 的 标准 Riemann ERA ў, 则 型 的 诱导 Riemann 度量 
g-—-I*g, Wl 


(prt = (p; or r($ dz Qiz: ) 


-$ 2cdu, deu 2 u du; 
z 

i-i Ta (c 250) 
J 


el- 2cdu, 4cu, 21 u du; 
z 
CE 214 (+21) 
J ш 
дсм Ханийн 4476 Хішёщ 
- ee Я i) aA 
(зу ^ (езш) 
j i 
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2o n— aa r maa co oo Ai mamana RARO o - .. 


geom y^ 32x du, — " (xy (5% dus ) 


1602 
mu 


qoe ren) 


с(>] u,du; y (224, )®( Z udu; ) | 


(e+ > ) " Coda, "(e TESE y ү 2%, 
甚 中 ui E. 


类 但 例 2 中 方法 2 的 计算 , 有 
u=, 9 4,5, Pt, 和 Вы 与 例 2 形式 相同 ， 


K ? (rð — Bdes) = Gaga $n). 


ЕГ T EU 


因此 , M 的 Riemann ЖН Фан. 


Ri 12) Jo p SR УНЫ, LPS RENE 


Ss, dr, 


#в+1 БҮЛЕ Se, dz, = RÀ iz Ф ж, FEE 
1-1 


Tn 


N 


(z, "S ta V 1— 2121), FA 


E=] 


(p D*er*g-(p lto I" (Sessa | 
£=1 
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d 1 - Ss ае У iE, } Ee Свт; 


=i 


ES > += Ө ГЕ 4- 55 11у dx QO drs. 


nai isj Enl 


htt 


BÀ p= Ddr Edr 4e RU! L EZ, BEDA (97 0* о Р dh E 


Ж.Н. 
(3 = Le PP, 其 中 Lo п piti, P= (zi +, 
Zn). 
(417) = r, + AP' P, 则 由 
Cn -AP'P) (I, P! P) SIL A T-1)P'P4AP'PP'P 
=L,+LAG H- PP!) -1]P! P = H, 
Ж AG. PP T1-—0 Hl 


Аа НЕ: =. 
1+PP' ` I s: Mi, . 
1 zi 
ыз" E 
inl -1 


+E, 
{8 = wa Tun), 


22" (Sp. 24. 29:3; ) 
„= 2 ЫЕ az, 


Xe МА koa ят) 


= Улун | "PAIN r mas Duty 
2 


4 2 4 z 
Tart Fati ari Fatt 


+ 317 = 


人 4 быту 342: 


4 z 
Tati “+! 


= 2108. Arp ›(& иа 2а.) 


+1 Tatl 


1 9108,2, EC ! = 


Сайа 
EP 
== (д, тн > 

js, lcg D conn 2) 


-s [no + 


Ó, rpm; | O. xm; +Š TE 
—(8,,8,,—0,8,,) на 1 диши Drei 
Ac! 


2 Ont x; EO 2 2; дзь 
€ 
Yn +1 


J ж®з®4& Д 
4 
Жа Tari 


- Ó, m2; LO, m баху — O, 2,1, 
= (6,,01,— 01,04.) 4 Ops E12; Op T Xp — Oda TT; Lits Ф, 


PTT TT = а (8, +8). “(Q eO) 


t Tul X341 


- TIE LET. 
X, c En ys Ta 
fia FIND 


一 X> zz, | Gub. —60,,0;) 


4 Anita діты, — буут, битку 


Жз 


= 3]8 * 


XT; T Y, Жый 
IUSTI UR L l zr à, rm) 


Sacri 


КЕЛКУ Л ААЛ 2: 22 — Ó, 2 T, 之 d; — т.201; 
| — 


1. 


А —8,, 1—т? 
= (Ó; m — srt) | СПЕ ави T.i) 
no 


= 9, zit, дьш, 
LEEA TEITL, 
Tii 


Bin D. HEUPE) 


z-(0,,6,, —Ó,,0,,) - Mens eg deti utut 
=( kapi Ога кю) 77 - Es т ` А. 4 
ж +I 


| Pune = беркай! 


taai 


== es (2. +2 -Zits y. бы (4. T ) 


К+) Xii 


Кшт Fie Rje 一 У19:.(89:2—9.9;) 二 


| FN 


ШИПИ FM ја (z, ЕЛЕ 1035 一 的 Riemann 


MM | 
—iW ESSA m5. 
$i апре Sul лоб Ӯ е, Y 


H" {1 (Fy ta ER! Ea vrum], Tns ™=0} 


Ka 
E ELEM 
еН 


л 
4 ru EN 253 
. i= 


- o) 
Ф Ве", 


H д 
Фут 
"n eg. V1 + ix) 
i=l 


-39> 


EI ET яз E nw 


则 微分 构造 的 基 允 (= (U^, 9) Me - Moe T — n EO РСМ, 
2). WTR EADAR, 127 dn od mds Dit 
为 3 СТЭНА, Ф 9 一 了 
" 

(g !)* esp = Dir dr, ds ttan 


2 


= Sh- Ti yes, — УНУ de Odry 
i=l 


2 
Yat ind n+! 


(9:3) =1,—P'P= Q — iZ; \ pL (ny T4). 
n-l 


т» +17 
3195 FE TOR ЕТ ЖЖ PERRA, 
det(47,— (7, — P' P)) =det[ (4— DI, P' P1 


" А 
z E R 
— +1 > EZ 
1-1 


2 
Tul 


Locis 


-atA | 
有 特征 秆 为 1，…,1, usu. 因 Ж, (ЫЕ 
й, g= 确实 为 Н" 的 Riemann ЖЕ}. 
£y (g) =F, +АР'Р, 则 
IQ—,— PP), ÀAP'P) =I, + (А—1)Р'Р—А(РР'уР!Р 
== 1, + [A РР’) —V]P'P, 
А(1—РР') 15:0, 


2 
À 1 — 1 КЕ LITE —gi 
= 1— pP " . " ntis 
zi 2 У в 
1— > —— Tasi Ti 
LIE i=l 
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1х = (se слу 
Г» > 27 Эл, 52: д 


A - 
=з 2 c 3 CIN Э түт, ) 
271 ат, gz Nai cr. miu 
n - 
=L > g 9,2, T Our, 2912,23 бүл, ÂE, ‚ 22 r z, 
= a 2.23 © | і 
2 # 一 上 - Xa. Хая P PAP 
Dirty Ört, 2лтух,] È уйуй, ij 
H ^ — ү S(t Est, (es TE 
Fasi Furi sisi Xaat 


r-l 


u 
nnns Ó; m, У) з? 


ELIT E CHEF L. r =1 f-1 
LA їй. А tiy Z+ 
n п 
za (1 e 2222) lt» 
= ті — 5. w =l 2.157 5 " 
f. UTR HI Жз se 
Вы — 2 Dt, Ёз Ku 2267 Ги— АТАЙ! 


eU 2 fttt 
一 z "EN I E š бї» 
Tae P Fati 


С Xu Tr 
TELS chu (E aua) 


z? 1 
之 ni hl 


i=l 


m (0,,0,, —,,0,.) 


uz gn. Tr, Tóc; —Ói2;2,—À0, T2, — 0, x m; 


t 
Tai 


4 ERACE) TEKET (221) | TEET 0.7. z T, 
Zia El 


T 
> 


£—1 
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EEG, và Xr. 
- = 
Tua 


бахь ~ 


n 
Sestius ca rå, ;和 人 
1 


mil 1-1 


8 ьа, z,—Ó0, 4,0, | On m v TRE, 
== —(0,;0,,. 一 ди "mE э у Е 
S. Xue] 
UE IC ED 2 E 
putes Putin раты) F (дть®,—бьу®‹л») 
"mi 


== — (0,0, - - 6,,0,,) + PER Z deers 


3 
21 


% 
Казы = > g B. 
s -1 


нъ 


一 = gis | —(08,,9,,—60,,0,,) 上 дык, suns | 
ani - 


7 
n+l 


= 2 gis Еу (à. Ee ài 8 Teti ү] 


= Sfl -— O; gi i бшйк) = — (916913 — 951910)» 
з el 


ЖН Г H" 的 Riemann Н 2 — 1. 
15 UEM (а= (м, o 2 СЕ" |z, 0) 25 ЕЁ ШЇ, 


д.5 ; 
ж :i 二 E , g= rið; 
Tat R 


则 


nt _ 1 Sg dfir I gi, „нг 
Dd 


4$ 24 Jor, Br: Ох, 
1 4 f/—280,0,— 2050,44 28, 5, 
= 2 >! Р s xi 
т-1 


- 322 • 


=; диды —дидь„—дьд), 


9^ re дю, 1 
ali" 一 了 一 下 [一 (go 一 591. — 0,105.) 55, 


10, —0,0,,—5,5,)84] — LI (9,9, 648,6, 
十 《86 一 Gy бы], 


HTT Pta) 
i=l 


14 
=>. L (584—845, —5,84,) (дь. д.р — 0,,6,,) 
afal ` 

一 (0,,0,, —0,;0,, —6,,0,,) (6,,8,, —8,,0,, sdin) ] 
= (диди 6.6.) + Ordon dsg) 

十 (Ó. Gy, —6,:0,,)Ó, 4], 

Ва =з DS nt PEUTER- TU) 

£ =l 


= E (6,,0,, —д;б„ь) E 


Kin == >s ao RY, 一 MX. (0, ,0,, —8;у6,) 
=l 8.1" 


` 


= (0,,8:,—0,,0,,) 一 一 (9ixfis — 91581), 
这 就 证 明了 M 的 Riemann # lik 25 — 1. 


$4 Riemann 正则 子 流 形 的 Riemann 联络 


WE CAE, <, У) 30 n ЯЕ C^ Riemann 流 形 , M Mam SECURie- 
mann EWF, V AM Riemann 联络 . 
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re 


PEI WOXQYCCTDM),.Y РОХ, УТАУ Hune 
上 的 29 М ЯНЕ CHI 28): 

МАЎ MV (X, Y) 

(Gauss 公式) 

Ш OO yTM EB Riemann 
联络 ; 

(2) 下海 了 并 不 的 对 称 的 向 | 
Ei TA 1-8) ОБС ВЕН; Bi 28 

(3 R(X, Y)Z(X,Y, ZEC" (TMD УМЫ SERE 
42; —ROXGQY)Z-UJ OX, Y)Z i ROX Y 22, 
其 中 

BJ(X,YOEZ- ROLE Юу ЧУСУ, Z) — N.VOX, Z)) 
(Gauss ЈУРЕ), 

RCX, YOZ =V(X, rØ ТУ, VZ) VLX, Y], Z)+ 


ik(V aV (O',Z) — V VCX, 2)} (Codazzi-Mainardi 7j). 

(4) учо“ (TM) x C (TM )5C" (TM), 

(X, N)iO Vg N = (NM 

为 了 玉江 的 私人 性 联络 ; Ж АБЫ CAD EE, H. 

AIN МЕМ, NS HEN, VND, XEC (M, Ni 
NEC" (T M^), 

证 明 AAM 29 MS CET R — (PM); PEM, 
TILED p Bude 3 M BUSES HEBR О, ф), (zi), EREU C M d, 


X xe; 35, a! др e, es o BJ СВА, ИЕЛЕ p ЭТАБЫ С 


U $n [£C" (M, ED, BE flo, — 1, fluo 70. FA, x= (de. 


324: 


50. ) 可 视 你 和 的 Cl BS 152—0), E. пи X. 
为 了 证 明 Y 和 了 EM Б 8. C, RANER PEM, U, р), 


4) p ОЧЕ Ж, 52, ЗЭ 0, 5, ЗОНИ ЖЫЙ 


ПОЛОВЕ БИА ip, I| -gnoze 598. Н 
§15| 理 4 агр JU. |. ft) C^ MIS E SERO AE I CUR 多,…, Z, 使 得 
Z lucu Zi, uer VP "CLEA УПМ Е 的 相应 的 如” I SE 
的 基 疝 量 场 ,而 多 | onw Zel ec TOU Y MD үй СОА 
范 正 交 的 基 商 量 场 ， 令 


X = Diz, Y= aZ, 
i 1 i=l 


РЧА ш 
Va I nis 
b= 
| 


Var = 50092,4 > Da 


:4=1 K=1 


ух = > {СХ nt) + > A unti) Ра, 
i =1 


VOX, Y) - > (s A uigt jz 


A Edi B SDESU УХУ УС, Е Uf) M p CH, 
《1),《2) 因 为 


Yan Y VOR Х,У) 9 V x o Q YT Vul 
= (VT T VuE) ИСХ, Y) +V(X,,Y)), 


Vi Y +V (X,Y) = VY fV IF уху -V(QX,Y)), 
* $25 


AED eA Fre бт (V. doo dor rona -marpha pae сы. Q. o 


Yal +Y +V(X, Y, Y) = V&(Yi Y) = V xY, + V xY, 
бук уху) HU (X, YD £V (X,Y2)), 
Fa (SY) VOX, fY) = Valf) -QEDY >f 9Y 
=((XPDY-+fvxzYY+fV(X,Y) 
£15 v 满足 线性 联络 的 3 个 条 件 和 下 为 向 量 值 的 CI ДЕШЕ. 
又 因为 在 na 上 有 
[X,Y]J=[X,fY)= Vf- V X= Yr— V X 
—(VxY —Vy X) (V(X,Y)—V(Y, X)). 
T(X,Y)- V;Y—V,X —[X,Y]—0, 
ZCX, Yy-ZOGY»- OX Y» (X, ү.) 
—G.uX, Y) (X, уу?) 
“(УХ ROS Y) HLX, VY + (V :Y)2) 
E79 92299 47525 
ЯП VA Riemann 联络 的 条 件 (4) 和 (5). E $ 3 定理 1 中 的 唯 
Е, у RECH, <, 50) Riemann 联络 . 
(3) HL RCX, Y)Z= Vx 4Z— Vr V xÉ— әй 
= VstVZ4- VQ, 2) — V (aZ -V(X,2)) (Viri Z 
= (ViVsZ--V (X, у) + V xV (Y, 2)) — (Vy VaZ--V (Y, х2) 
+ VAYOOZ)) — (oe Y (LX, Y], Z)} 
=R(X,Y)Z+ V .V(Y,Z)— Y rV (X, Z) +V (X, V4 Z) 
—V{Y, Vr) РОХ, Yj, Z) 
us 


3426 ° 


WRX, YZ- ROC YOZA M VaV(Y, 2) — V V(X,Z)), 

IEROX,Y)Z- Р(Х, 9,2) -V(Y, ух) -V(LX,Y 3, Z) 

+I VaV (Y, 2) — V V (X, 2)). 

(4) VB ТЕКЕ (1)、(2) 是 明显 的 ， 条 件 (3) 是 
因为 

VGM СУ ә М (XDNIIVAN)- EDEN 

fO х) 

—(XDN-^fyiN. 

现 证 最 后 的 等 式 : 

(VEN IU Na + СМ, VIN) = (VN) ND CN), 

(Ма) 2. 

=<¥ xN,, Nay TN; VINO = KN Ny. + 

il XCp v, VAM. Din НЕ: А S 2 引 理 5 以 及 
M ks Cr 向 量 场 X DERE f Ll CIR X ВЕ XI, s a= X. 

定义 1 (M, D=, EM БВ Eg g- Feg 称 
з SECTIO AMHR ERER, P 
-> И АО 113 

#111 МЫЙ n—18t C Riemanni WT oC (ЖЇН, 
n23),N ЖУМ LARA САЛ ih iie. dedu М Weingarten 
[uz B. I 

LX—w,N,X€T,M. 

Bj 0— X€N,N»- OV «N.N», lt LX — VxNCT,M, EE 
H L Jon ze 1. 6929 eol. 
: dE Х,У, N ERN C= 类 的 , 由 于 


i 


VEX, Y), NY =L Y Y, М) = ХКУ, N>— (Y, V rN) 
—0—CY,LX)——4LX,Y», 
Т, ИСХ, У) = —OLX,Y)N. Gaus: 公式 成 为 
TF VY LX, YN. 
同时 还 可 以 看 昌 | 
VCX,Y) =V, Oe LX, Y) 9 4X, LY, Bl L >b 8 USER 
性 变换 ， 此 外 ,有 
FVO, Z) - — VACLY,Z)N) = — XLY, Z)N 
—(LY,Z)LX, 


— VQFCX,Z) = V, CLX, DN) -YOUX,Z) N (LX, РУУ, 
РОХ, Vy Z) OLX, V; Z)N -QQUEX,Z)N - Y(LX,Z) SN, 
—V(Y, VD) = (ІҮ, у= —4y LY, ЖУМ + XCLY,Z»N, 
—V(IX,Y],2) = X, Y], ZYN. 
于 是 , Gauss 曲率 方程 为 

BECOX,Y)Z-R(X, Y)Z— (LY, Z)LX-—(LX, ЖУБУ}. 
Codazzi-Mainardi УЖ Jj І | 

ERX, У) —(OLY—V,LX- L(X,Y1,£)N. 


WX, Y TM 中 2 维 平面 的 规范 正 交 基 ，Rp(XY) 和 FS (XY Y 
分 别 为 了 关于 M MMi Riemann ШЖ. WJ 


(XY) — (X, BOX,Y)Y) 4X9] ЁСХ,Ү)Ү) 
= (Х,ВОХ, YOYO CA, OX YoLY) L (X, LE, YLYY 
—R,GY)— (LX, X(LY Y) — (X, Y»!), 
an 


#,0ХӮ) - R,(XY) — (LX, XO4LY,Y — (LX,YY) 
328 5 


s 

P2 Mg nk t С° Riemann JEN FE, Net, 
NOU TM^ Ка 8B C^ HL 3 E рр EE. 我 们 定义 上 个 
Weingarten nlsi. 


— k A 
LjX-—YyVxyN,— > KVxN, NON, XCT,M. 


MED 


类 位 例 1 可 看 出 L; 为 切 空间 上 的 线性 变换 , H Gauss 公式 成 为 


— k 
Y xY —VxY-VOX,Y)— VxY-- S (LE, X,Y, Ny. 


ї=1 
局 时 还 可 看 出 
V(X, Y) =V(Y, DLX, Y) - (E, LY», 
HH L, 为 由 共 斩 线性 变换 ,了 一 1 天。 而 Gauss 曲率 方程 为 
s= 


Codazzi—Mainardi 方程 为 


k 
法 ВОХ, Ү)2= — >: ХУУ —VrL;X —L, X, Y], ZDN; 


1-1 


+ У] (аах, ZF Ny Nò Ur, Z Йу, NOI 


j=l j 


Ne, 
Riemann # dh ж p, (XY) 与 R,(XY) 的 关系 为 ` 
„м ^ Ë : 
R (XY) =R,(XY) — (LX, XXL;Y, Y) —4L;X,Y Y), 
j-i ` 


Job Х,У 352 维 平面 XY 中 的 规范 正 交 基 . 
例 3 在 例 1 中 , BEN МС" ДЫМЫ EE. (ata, 
v7) жм RR, Sum (noe. че}, Lum 19,9, 


. 329 • 


rn 


Gam 2) 00м, 5) (w. VR)= 一 人 
а) (и, (зат ELLE Š 3 从 引 理 8 33/2 ИШӘ 


— дї 
3 2r 3 аг = (м, = )) 


Jw  2u/ V du Jw Jw шаи? 


V o 
ппен) 


AURAR 


3 2 23 
BH S.I -一 一 LI. 
M a) v. ms um Ән? dh )N 


(2) Lum (Lo Rr )= (Sung 3 x)- Stigs 
Sug” = 3] ул Lig,;g^* = Su (Zous) 
k=1 f=1 


=1 此 一 1 


=P CL, фе) By epe 


(3) Lis=( LU e x)- (jer I 2, = Lj 

(4) PEM hh, HA CL.) 为 实 对 称 矩 阵 ， 故 线性 变换 L 
T,M—T,M 的 特征 值 K, tt KEK, 都 足 实 数 ， 

(9) 我 们 称 Ko =K oK, МЕ р 点 处 的 Gauss 曲 率 ， 称 


Heftet ССТТ ҮҮРЧ 


п 1 
Ko=EK Ks det(Lt) =де (9?) = det (Lp) 


* 330 + 


det(gf*) 一 de enl. 


L ja 
pu-E tKa _ Tracet) _ Trace(Lug^) _ > ug 


i, j-i 
n—1 n—1 n—1 n—i 


例 4 在 例 3 中 , 设 MR", p RO, 
(1) Gauss кунаны: 


0= =8(59.,:9,),2, EC дш? 2 зат) Li Zu!' Zu! 221) 12 


3 二 
= Эй эде 33u* £ dec Ls «214 zeli 


-S Bu (Ln Et — LES ng 2 - 


É =1 


ЕҢ, = Li Li —Li:Li3 


š : 
m Lj mw +E РЕ, Г ГЭ) LZ Lab, 
s=1 


cu 


i,j,k,l—1,--,n2—1. 
(2) Codazzi-Mainardi 方程 的 坐标 形式 : 


EN 2 2 p| 2 3] 9wW 

0 一 (уз br; Vas Das Ll гум 
3/ 3 3 3 

8 Mem зат )+ ae 159 ди! 


а 3 ә 
7)-( "ze Va л-г СИА 


ч "mr 


2L; 49b 9 - 
= 1-22 et ade aw 22 Du 2u* 32) -( Ear Эн? Dru 


а 2L; 
xr) у= {8 du! FEDT 2а STE La Ix, 
kl 


+331: 


Эіп аі -Ert Lat xr jL470,1, 4 l1, 


Qu w 


=] 


Li: 
(3) d ze 1p |а, 


22 Qas (LL — Li DA) 


k- 


ті — 1 
-5 __ Ф975, ЭГ, 
ate NI n > 1213 Ән! Jut 


HEUT L — PATA) . 


,n—1. 


LL put 
(4) ае{ j- LiLj— Lie Px ati LaL) 


ІХ L 


如 一 | 
йт lh — kv 9, — P 
= зен Do ere S 


"—1 
S DD гыг) 


定理 2 (Gauss 定理 ) S M Mj M — R=(a 2 y 80) PA 
n—1 #0" Riemann 正则 子 流 形 ， 则 МУ Gauss к K, ih M 
的 第 [基本 形式 完 金 确定 ， 而 与 M 相对 干 它 的 外 国 空间 MM 


II 基本 形式 无 甘 . 


证 明 ”从 表面 上 看 , SERLACUDE T gu (第 1 基本 形式 ) 


det(4;;) 
Ж ж, X3 LG08 II 基本 形式 ?有 有关， 得 如 果 应 用 行列 蕊 的 Lap- 
lace 展开 可 得 到 
Lis Liu Е. n 
de 4) = >+ Lis P Lu Liv : 


= 332 + 


iba La 
| Ls La | 
чї}. MA КЕШ M 055 D AEXDUXSEAU ARE. + 
定理 3 j M 1 R W n. iE С" Riemann (E Jj -T Bë 
J. NO M EL CT Bez Hs. DIN: M- 9S" C R" 3 CT Wk 
射 ( 称 为 M 的 Gauss 映射 )， 则 
K,—detN,, 
其 中 NGTM-—TS'U, TUM a Tyco S" ME RF AO EE S B. 
WEBB Ww, e 7338 型 的 局 部 坐标 系 , 出 


队 例 4(3) 38 RI gs Ct BG AR Г; nf g; 及 其 


а 2N ; d ^ a 
Муз 2u- LS \ DA a. LON] Sw 
: -| : {| o3: | : |, 
3 3N a РА Р. 2 
Nac] We] Uaec ди" 7 


Ко= ед уз detN,, = 

定理 4 uM M Ва 2 Mu C Е pj xx Riemann TE 
ЎР Е. ЕТЕ pe M, 使 得 Ко (р) 220. 

证 明 1 igr: RR, r) е, D |а| T, M-RE 为 包含 
BR. ШЕ СО M 上 的 连续 国 数 rei É PC М 达 最 大 值 , 通 
xL R° В — Ж ЕЕ CIE ZEE HO , [БАЕ p (E x Sh L CA 8 Gau- 
ss ШК) EIN ЖМ LR С” 单位 法 向量 场 .5 29 M БУО” 曲线 ， 
c (0) = р, Lea (t) = (2! (41) a 00) 2 (000). I 000) rep) m 


rol (OUDER), # 50) 0. (160)' (0) T. (0) = 
4 (9), d? (9) 0), NCP) = (0,0,1) 
dt LÀ dt * LI Я 5, 3 " 


it X WREEK LFE TM 上 的 以 4 为 特征 什 的 单位 特征 


ый, АХ V N= AX. dE feo (E o (0) =p BJT X, HB x = 
333 + 


Go 0) 91.0) = (5), 55-0), co) (re, 2 
(0), 0). Hi Gauss 公式 (X KE 353g. (797 о) (0, V xX EB Wë 3; 


КИТТИ; Сес)", 9) 
ir dx? diaz? «T ove _ 
que 00, 5-0), 0) V XX =VX (LX, XN 
cVygX—QÀAX, X»)N—yxyX—(0,0,2), 


_ dut 
à (0). 


( 反 证 ) 如 果 4<0, MESOS, эр y h Ë5 l Жа) 


dr’ 
di? 


dz? 5 3 _ Í 
ur (OPH) -| 


0, 这 与 à (0) DU BC IB AB OP JR. 

R5 LEGERE, НЕЯ К, EA K. K., H EIEH 
K,0,K,-0, 于是, Ke) = K,K,70. 

证 明 2 部 同 证 明 1, ror dE рє M ERRI, p 在 SUE Z 
{WW} 为 PEM T pp b Ят, (z! (0,0),2^ (0,0), 29 (0,05) 一 Д 


Әт Jat 2z* 

1 трі 1 

n Wu cu Әй 
3 一 


Әд! dr? аг da 

кү t i 

eu! (0,0) zu (0,0) 0 ду! gu 
— rank = ranki 


—a*(0) = (i4 (0) +o(t) je> 


д! дг? 
Әм? Qu' am 


ЕЕН (а, дру рз ВЕЙ. ARGUS, S, а) = (m 2. gr, 
2), WI g 在 (0, 0) іЯ, ШЕЭЎ,(0, 0) = 250,0) —0, Н 


Әх 
. 334 - 


І 


—99 9. 3g 3 | 2 
oz! Js! Әх? dr” Әг! 


JA Gy GR) 


Sg ag 91 
Da N daga! P dz! 

; BN d; og әү 
ba an АГ Әт? оо. gat 
ag Fg 

. 2z12x! 2z12Əz° 

(HE) ЖЖ Кобр) cde! 加 А <0, 
69 99 
даг" gz°2r° £B,05 


БНР EE (b ЗА RE T E rec оша 


g 2, 25) —g (0,0) = 20 00, DER I (0,0)xi-- (23,22). 


Fg 5° 
Br Prr P 
16 ZI + TAG 
ою оч (2) COVETED, 
crga! Jr Ir” (о.о; 
Fg 29 
агг аж! Әг" zi 
= (де, x » n ( beet {т} )°);>0, 
oo 29 0 / 


Valor! GIrl o,o 
к s g(0,0) HRK 8. HE 
定理 5 М S= R° 13 2 3 С" g Riemann iE NJ E 
流 形 ， 则 Gauss ili f Riemann #1 457. 
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人 


iS E X, X 3 ТМ ARRO ЖЕЛЕ ЛЕ А EI, LA 
Weingarten bh ñf, 


(2) (и их) 
ZX МА 13 АХ). 


UU 


— x n : AM 
R(OX,X)— ВХ, Xs) +(LX ХЕХ, Xo—GOX, X» 
—O0-OLE K HL X X CL X HLX Ху 


| Lj Li 
AX +L Xa X! LLD =de on] 
Li 13; 


Jeh LLLA RU (УХ, X))- GX, X) = 《Xo 
/ z ! 
LX)-(X» B1byX,)- D. H 
最 后 , STA BRE RU НЯСЕ. 
例 5 A-m, uma, mamen] 


> G= Lbs п, MN|LX— V М v (> (Ta) 


ӘМ Уха) -AON ба! Ç =-= 
Z) ё 22085 34% TVs V x3 T 


VTX. He X, Y xs XY us ЕЙ ЕЛЕ ЗЕЛ, W 
RyXY) = ÉjCXY) (LX, X(LY Y) — LX, Y») 
一 0 十 GS e X, RY eY, Yy iN c X, YY} =e (W Riem- 
ann #1158 с2-0), 
Mc I 
K,-det(Lj)-det —— aL o), 
c 


+ 336 » 


一] 


人 
н Тасе) A e tetr yv. 


u—1 n— 1 


916 HO R", M= ie (х1, e JER” 


п 1 HM 1 ñ 
> e= 18 
n- REET, 则 LX=VxN= (Уеа) даг) Ve 


Sand geo Бут 3 2. 其 中 太一 E A ETM 的 局 


部 规范 正 交 基 为 Xi os Xon 52 于是， 


LX V wc Ха 
LX, 2 6 Xa- d 
a 
d ——— 
3p 0/ 192" 
o 
Ко det " --0, 
A с 
0 
n— 2 
— 
H Ne be b c +O ENTI 
n— l &—1 


ER, M (274) 不 是 党 Riemann 截 曲 率 的 0” 07. (dnt 
R,CX Xa) = ВС) + KLX, XLX XD 
«х, Xo!) = 04 (GZ X., XY 6 Xs, Xa) 
— c X;, X) 620, 
+ 337 = 


ph Te E E E фа о. а. 


3 
or^! dr? 


UE eret ax)- (s X, 


2 [cose CK, X). 

+1 P C? Е o nj LAXE X BË ТЕРИ E(o), BB ab CE ER HUS 
е ДАП D a E, 对 OT ЕКШЕ Л M TELE XC RB gin ER EM), 
BE СТУ ERIS ЗУ ЛАП Ao LE. — Ahi, А CT 映射 产 M 
N ЛА E SLE РН ЕСГ), И at C AASI TE ЛЕК ТВОЕ pr. VE 
ЯНЕ T 2508] Eelis, J. and Lemaire, L. j, 


fx 3, 
RA X B. 一 本 Kx х Ls. 


65 Lie&4&L., Е div $ü Laplace 算 子 人 

Aes ЕЖЕ C? || itio 89 Ex BERI C" 函数 的 Laplace 及 其 
有 关 的 性 质 . | 

定义 1 EV aS Е а], OOV ARV ERG, 8) 型 张 
Ей. ЖР СУ, ОСИ, FR d OO SV GOV, i8, 
"3 9,4) SACE, Pis n, au), Dr, tn Ve EF Ж » Tort Pq SHE, 
注意 , ЮЖ EDY =R, €X i,8—0, 

5| 理 3 (1) Шо, 2, УСУ, C R, 0,28 C2 V, Ш] 

1.00527) = 1,011, 4,040) — 2,0, 

Luru ip l luas i, == AL 

(2) 设 sGYyBEATH Єл? +, ЩЕ ЄЛ", iuge y; 
DBA = (8,0) Ата —1Y'9ACE Un), 

(3) w ЕСУ, 0C A'V*, П 20-0. 

证 明 (1) Hi, MES ENEH. 

(2) 由 8 的 及 称 性 i UU, HUE CERTE, Ae i0EA'T*, iE 
(338 7 


ДЕИ" ре КНАН ТЫС 
i (0gAn)= (2,0) Am (— 1)'80A (р). 
事实 上 ， 当 =1 Dh RB i (An) Дір AJAT С 1) 9А 
Gen). Bl k—7—1 时 公 趟 成 立 ， 则 对 下 =， 时 公式 也 成 立 . Ж 
实 上 , d, 的 线性 性 , 只 须 证 
iQ A AB) Ag) m COPAS Аё, A) ACLAND) 
== (9А АӨ, АСЛ) EC D77 (05 A 8,5) Ai, (0,An) 
СЛ ЛӨ, з) АӨ, Атр C-1)7 0A Аб, JAGA 


一 日. 人 ,) 
= Fi, A0,.,) AD, (—1)77 (0,A ^8, 0 Ai,8,1^m 
十 (—1)* (6,A--- AB.) Aisn r 


= ikh An ACSA HES DORA ABD Aion, 

(3) EACE D „у= i (u, = (p.p, V0) =0, ЗЕ 

说 MA aieCUE,XCO"(OTMO,- 

іл: C"(QO TM)—C"(C* "MD, 

8r5:40, 8j-5(1 40),— ix, bp PEM, 

iy6—0,0CC" (ATM) = C"( M, R), 

Px0CX,, 7, X,,) —0(X, Xi, 7, X...) 0607 (A*T* M), 
Х.Х, 266° (T M), 由 第 三 #81 EL 5 Яп OS Deki IET 8c 
C" CT* MD, m 2 OEC CATTI M), 

引 理 2 (1) WX, X, XC€C"(TM), feC"(M, К), 9 
NEC (QTM), Ry 

(0-7) = 450-57, ix(f0)—fix0, 

Prr x Біг Sx fix; 

(2) X€C^(TM),0€ C" (A"P* M), ПЕС” (A*T* M), Mi «6€ 
C7 (A7 P* M), i £7 (A*T* M), B. 

$x (An) = (ELA C 1)'0ACE х); 
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(3) ME XCC7 (TM),0CO^ (A*T* M), 8L i20—0, 

证 明 MIRRE. + 

iX 2 VEMOUnECUUDUE,.XCO"(T M). A 

Lx; CT(QO""P M)» C7 (буз M), өг, 

(1) Lxf— Xf, fCC" (M, В) = C^ (GO "P M); 

(2) LyY «S [X,Y], FEC" (T M) 2C7(GO" p M); 

(3) (540) (У) = X8(Y) —6(£X, Y]1) — ХӨ(Ү) — LY), 
6€ C" (P* M) < О (GT M), YCCT(T.M); 

(4) CL40) (Е, Wa Yi, Y) -- Lx(0(V,,--, Wi Y,, 


i, TT, 


e, Y20- > ӨС, ы, Wi- LxWi;, Wy, t, W.Y 
i1 


Y)-- S 6(W,, e, ЮҮ, 6, Ya, ГҮ, Y; Ttg Ү,), c 
j=l 


СОРМ), W,EC"(T* M) -C7 (OTM), Y,£O"(T M) — 
ССМ). de) L9 260 RTX 的 Lie S3, Fk Lr Ati 
X 确定 的 Lie 导数 . 

引 理 3 (1) L,fEC^(M, R) =C (RTM), LYCC" (PM) 
=C TM), L,8CC^ (QT M), X fec (M, В), X, Y€ 
СТМ), ВЕС" (OTM); 

(2) Lrs C" (A?T* M) {ATE M); 

(3) Ly(8-- n) = Ly0 - Lyn,0, ЄС” (OT M); 

(4) Р (069) — CLx8) 0n HDL, 0€C7 (Gon TM), n€ 
C7 (Co PM) CHE 

(5) Li(aAB) —CLex) AB--aALxB,aCO" (A"T*M), Веб" 
(AT M); 

(6) Ly*Cj— Cje Ly. 

证 明 (I)—(5)3 4 d 3 引 理 2 的 证 朋 . 
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为 证 明 (6), 只 须 取 edat, es — Du. TUE, 


TOETOE 
(1 ‚(9 r)= Xdz* (zz — dz LS; 
" k а 
Хб dz Б Xm эб | 

"m 
e (2: 1997 a] 759 Aero Aer 


L £ 325 =: Ded - 


又 内 Ley Брэ r Fr |= . -Eiez D 


aW., "t Win Lye, W, с, Wais Fitts 


Y; AY o ens Ca) = M да cy, "Wii 


ix, Wi, се, Ws Yonu Yna s Yea, 
9CV,,--, Wi dz*, Жөн» И, Уусан 


Lama Yoto Ys) = - 52 да GC... Иа, 

dz*, ЖЕЛ, ,W,. TEETER Y, 1» Fr Ys Du E), 
DAW, W;., Lrt, Wat W.5Y, 
k 

E Y;., = Y;, "tg Y,.248(W,, tha Wi. dz, 


> - 
И, Ж. У, Өе, Y; Бұ, Ууз 0] —0. 
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Ti 


ВЕШТ $3 5S2 0OfHRB|LiCi-CjeLx — dk 
注 1 由 [Gallot,S,, Hulin D. апа Lafontaine, J. , p37], 


d * 一 i и * & + d * 
L8 — 7 (610) 1-1 f LroC =E ig C39) is (19) | 


— 031,48. 
定 埋 1 iM nd СВ, XEC (TM), Wi L,— doi, + 
ixo, MAHE oESOT(AUP* M), Lo (deigd- ixod)c, 
证 明 如 果 fECT (M, R) - C* (GT M), Wl 
(doi x i xd) f —d(i xf) Fi (df) -0--df (X) = Xf— Ьу}, 
Ly— doi dd od — i god. | 
如 果 осо" (A*P* M), Wl 
(Ego de) CX ,-, X) = i x (do) (X ,,,X,) dex X,X,,-, X.) 


-xtoar, s xo)» онору xa, t, X, 
j—1 


Х,, T3 xol 


TI DX GGG Xi n o Ху + 23 C-D** fo 


i=j 
(ТА,, X;], X, X, Ut Х,, Ө, ХХ, eS X.) | 


= (Бую deigo)( X, Х,), 
i xcd = Ly — doi s, 
Ly-doigkiysd. Ф. 
EX 3 RMH nik CEL SSE, Q 为 M 上 的 处 处 非 1 
буп Er C^ 微分 形式 (由 定向 , 仿 紧 , 这 样 的 吕 总 存在 ), 它 也 称 为 于 
的 体积 元 素 , XCC" (TM), А 
Ly = (divX)Q, 


其 中 div 和 EC CM, R) $625 C^ 切 向 量 场 X Xcp oct sod ОРИ 
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B. 特别 地 , kad 9. aV 为 由 型 的 Riemann ER g Sf jg gs (s Bi 
XXE (le'e Ле") (е, e) = 1X0 i Об — el A Ле" 为 
M tps du O BS n CORD ЛК, cr Ce* 90M р) [БШ 
ЕЕ AE IRL EE Dy (e P НА), ВОК div X 25 C^ UJ 向 量 场 X X 
T Riemann В ç HURE, 

定理 2 (Сгееп)1 M Jj n CTE ERE, 1229 M B tk BT 
жя. UC M JU, UW p 3U Xj MB n—1 2E C7 正则 子 流 形 
或 XAM Б C^ d EE. WJ . | 

ухо | Paw, 
Hoh 1:2UM ХВЕ. AE suppX ЖЕ, pS MR CINE 
(U: M,aU = Z), 有 | ухо -— 0, 

证 明 由 Stokes +E PURI d£ --0, 有 . 

| divX-Q— | L.Q =f Giai йй], dx) 

U E tr U 

= |,, I* (i 4Q). 

An Supp.X Ж, OE U E SuppX CU, ii" GQ) | r 
=0, F, | divx- 9=| rum-o A+ 

注 2 ША ХАЖИ, ШЕТІ £ Set e. RR 
LO qi) Lea о pa] o. 


= 一 | divX-Q, 
4M 


TR, | divX-Q-0. 
М 


a 333 • 


AT i 


XA RM, 9) =(М,, A n EC" Riemann, ЗК 
AC" (M, R)--C*"(M, B), f'oAf—div gradf 29 (M, 9) 8) La- 
place KF. 

ЖЖ Af --0, 则 称 了 为 开 上 的 调和 函数 ， 

ЖЕЗ VECM,g)—(M,Q , >) ув O> ДЕ [| Riemann 
WE, UCM AFE, бй НО М 2—1 # C? 正则 子 该 形 
或 сї, fec" CM, R), 0—40 Ж о РЕНО ЛЕЯ, 则 

КЕ | div gradfdV — f. 1* Gia jdV), 


如 果 Suppy эй, HANME, | A fav o, 


证 明 ”由 定理 2 可 得 到 结论 ， 
定理 4 jz(M,g)=(M,< , 203p n HE O° XE ji] Riemann 


B, (VAM AREER, |25. 5. 
在 此 局部 坐标 系 中 ， 


ээк | S Ml Re, Wl 


divxX = >= DEL эз асе) x= X. 


#=1 


和 和 
= з] 99" m gu Indet) yof. 
Af 22% 2295 + > (ба ~ idg 
` ` a a a a Ei Эз? 2 
X, 一 3.2 u 
证 明 因为 | x | рә Jri da | 2290 947° 
a әу а a 
eee , x) dei Ga dz A «Аёз (xe ga) 
=: det (ўы), 
故 
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(div.X) det(g.,) = (ау) О (22, "e ==) 
2 
= 010908; ULM a) 
a 


= 9 2 sof 9. .. [y 9. 8. 
= х(0(2, Э) LE [xxm y ^ gat 


— ea 9 ə 
= X4/det(g,)) + E o( es "gri да?" 
і, j= 


а... 22.) 
dat ag 


-> :2 det(g ааль). E да de Gu ; ; 


divX— m pp a 1аЧе(ды)_, 


如 果 令 X -gradf— Hr 22 A Esta sl 


ы i ә MN g: n ki 
—! 7 xs 十 > i А ‚2 rd ) БА 
dk 
TES dM RB", {r} 为 BR" 的 通常 的 整体 直角 坐标 系 ， 
"E de) Hn — - | 
div X = e Ds 

Af = Ma I 
4 5 Riemann HEM, 9) = CM, <, >) нр де ЕНЕ, 利用 体 
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HERENT divX I Af. 如 果 弄 不 可 定向 ， 则 可 用 上 述 div X 
和 和 AF 的 坐标 形式 分 别 作为 它们 的 定义 ， 并 通过 直接 计算 验证 此 
定义 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 英 . 

定理 5 Ш(М,д)= (M, 00да О” EBORE GE [RI Rie- 
mann 流 形 , 则 于 几 的 任何 调和 函数 是 常 值 范 数 ， 

证 明 因为 


а "ragt , 1 u; Әйе (9) Әр? 
41 T N Ej . 
АР= > 9 rn PNE + X cix! + 2 5 da EIS 


= 2fAf 4-2 s g's 2E 9f 


< Әт дг? 


—2f^Af--2 > gi (Sm Jr yw 37) | 


= 2f Af - 2|gradf|?, 
dc S ANa, Af=0, 因而 A 产 一 31grady |? . ВЕЛЕ EB 3 
得 到 . 
| lenti t АТЧУ =Q. 
М M 
ж, gradf] =0, 且 在 局 部 坐标 系 中 ， 
xxei)é- 


i=l ‘j= 


ik DES 
d 
3 25 =0,ј=1, s Ry 
j=l 
ИП 
2j zo, j=l, nm 


f d M ife, f 2 DE TER TG. + 
下 面 我 们 从 另 一 方式 引进 div 和 А, 
EX5 设 ( 虹 ,2 为 天 维 姑 Riemann Ж. 5 


V: сет M) C0" (G0 ТМ), 


0— V 6, 
ER 


GOW, Wu Yes Yu) 
== (Vy, a DF И; E; Y,), 


其 中 WECM), Y,€C" CT M), їй Ek V SECAR * T AD), ШК 
V xh vitto ES BANT, Ti 

div; CRT M) >O" (QTM), div= Qnae V 
КУ ВЕ, А = іу grad 称 汶 Laplace ACT... 


УИ, B i уло - Cj» V Шу» CS = OI V. 
:因为 


adet(g,) — > a e 57 G 29. 


сті 
:其 中 Gu 为 Ўр 的 代数 余子 式 , 故 


SO" 4 a 一 1 "n 2 
m d F rin ті 一 一 一 тл 9. 
2175, = > "(xs ш Е ғ) z 21e 


1 
m=1 m.r-1 "url 2x 
— 1 5-6 Efem __ 1 — 2det(g,:) 

2 = det(g,) Jai!  2det(g,) | dz! 


_ 1 Zlndet(g,,) 
2 Ox! 
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DEEP ise LU PE рт кы ra OR HH ны (ao LL 


divX -C- V X (da xu) Eva ‚ X) (am 
ml 


arm 


m- Sx р | 
a^ 0 d 
= Ф qa есю -人 а! ү —— 
= — _ à 
Lami ж" ezt 之 s= zt 


= x Ded + > ad (гь e) 


232 十 >= “n ya "р; (г ) 


ml 


Фа 1 < el d t 
= 5а 2 >a: S š St (йы) . 
i-i i—i 
定理 8 ЗОМ, 9) – (М, G9) 39 n ЖС°БКістаппй и, FEO” 


(М, Б), ЩАў= Уу ер, ек), Дип {е} ЖОМ, g) fb О” 


MEERE. 000 
证 明 W XCC>CTM), ШУ f(X)=V.f= Xf=d4f(X), Hh 
Vi-4f. TA, | | 
SIV Hen = 579006» e) рэ рэ e 57052: | 
d ii 
= $ p iva. )- > 9G Des ul 


ris Ji 


z ða 
__ { 
Е pa d C 
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az) ше) 22 rade 


2 ; 9f af 
B d ( ,f= UAI — ups 2L 
i j=l Lu ^ 之 И тд! EL Jr 
а 2 
5-1 а—1 "üj.r-d 
_1< "ge :2Indet(g,.) p 
2 一 oa" ga? 


D -3 ъ 
= зе} 99° If 
PL Сада) M Әх? дұ 


ENS Ind 2 
+ >: g ә ndet(g,). f 


SA dz" дт" 
т 2 "n EN ij 
= % gt g° f | w 69 75, 4! д1п det(g,) 
= daga! ' D (Srta ' 2° er x =A, 


其 中 


2 3, k=l, 
D нн (270520, ЈН) (on ed = | 
i, ўса з > "ar > ue 0, £xI, 
Вр 
т 
2 didi=g" 
E=] 
"a tosrggi x ue [39 9i) 999 
Also Ye pa ) 
nm 上 ttl . 
- er OO 46g gg“ 
= 219 Jri Әл 9!= dai 
Жі 
4 т 
1 i 89 ў; Lg 
r= > 0а" (200, FEE +) 
ir j=l 2 Ја gz: Əz* g z" 
+ 349 «= 


vu au MPs A uo J... w. E miele ——aa үк. .. 


rh 1 c3 "mnm 
У? tigar gir __ ___ РАДЕ ВРА 
99 dr! 2 >; 99 Ez” 


ijer-l хер 


M 


并 d Tel Әх" 


M "дй l Z 9°” "Sindet(g,) + 


定理 7 VE CM, p% n f C Riemann ji JE, fec" (M, m, 


m vie CT ((O*T* M), Arp cr T*M AX TM F. LEES S E 
证 明 DS 
УХ, у VIRO, X) =V (f(X, Y) V (d) (Ү,Х) 
=(Vr4f)(X)— (хр) (У) 
-YG/OD) уух) = X(4f Q)) HASN Y) ` ` 
—(OX—XY) f + (xY veX)f— — DX, YM TX, YJf=0, 


КУТСОК, Y) = Vf, X), B VEC (o T* M), dk 


注 5 由 定理 5, 我 们 可 以 用 D1?f(es, ey) 定义 Vf 从 证 明 
PE 
Еа 规范 正 交 基 e) HAREA, 都 等 于 


i 21а det(g,:) уы 
j gi 
x6 IG 1 +5 да} eri 


i j=l 


但 也 可 直接 从 


T уз, Ep} == 人 CrjÊjs >; cues) 
=l k=] 了 一 1 ani 


я 


一 > cuc V Рез, е.) — > di V Кее) = Ie Ке е} 


上 
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看 出 它 与 局 部 C* 规 范 正 交 基 {et} 的 选取 无 关 , 其 中 ft 为 另 一 局 
部 C" KNEE 2835. | i . 
X38 WOM, g)= (M, GNE Riemann it E, fE 


OGF R) df= УЛ о, eri (o0 29 (M, g) 的 局 部 0” 规范 正 交 
基 向 量 场 {8} 的 对 企 基 向 量 场 ， 则 
(1) 存在 唯一 的 线性 算 子 ( 称 为 星 算 子 ) «CI (OUT M)» 


ССА тж МУШ | 
oA*T-— (o, dV,o, Tc-C"(AT* M); 


` (2) «df У С 1) 1 fion Nee AQ i AG; a Ni N98 
fec" M, Е); 

(3) 对 任何 六 PC MUSM, R), = 

| АА + | CA f, A BdV = | f les aad V 

„МЧ JM 2M | 
和 Green 公式 

| (ТАҺ—ҺА Рау = | (Fi ana hr iaa) dV 

oM . Јам : 


=| (op yov, Xe N oom әм 的 cr 单位 法 向 量 
场 , M,9M WE Stokes 定理 中 的 条 件 ; 
(4) 在 (3) 中 ,如 果 2 — 25, Wl 


[Ana f «у, Хюаў=о, 
| fase |. FA flavo, 


(5) | Ајаг MI M, 2M 满足 Stokes 定理 中 的 条 件 ， 


证 明 (D RUB EER RK T OAT M) C" (P T* M) 
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i i Án 


使 得 oA*sr— <o, D dV, o, CC" (AST* M). 

取舍 f= 

1 jx mda 
Ag nuu OA АФ, 刚 对 i 有 
(—1)*n764,. 5,4, i = (i ААО А 5 Ane. 
І јл 
Q AA Ogen 

= (o, Arr A1, A * Co; дее Ден = o An A91, оң AT AO, ФУ 
_ (Г, CL, зе, [一 《人 
| lo, 人 
于 是 ， 

«(о АА, = sl C— 19*57 5o, A AO, Де АФ A. As 
反之 , 按 上 式 定 交 并 线性 扩张 为 *1C7(A 人 ->C CA CT* M), H. 


GA*T-— > М Giper h ÁA CU AO, 
lat ST оп : 


Ar > T; Q; A AO, ) 


gj <i | n 


= | >] | Oa, ту, 0 (c; А Аю АЖ (ол Ае АФ;,„)) 
уун | 


= 5! >! Quia, Tao CO, АЛО: A 


] d, 
(C1) 99790, A Ad, An Aes AS AO) 
= <o, r> dV. 


(2) *df— (ло) ре 
i=l 1-1 
一 > (— 1)! fein A* AG a AA АФ. 
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G) 因为 
df #zra И) = j+ 4G sa d) Чула 
= f (di, 0 dY Hd f (grad ЮУ 
= fdiv grad А. 47 + (4f, Ic Eier (f, TOV, 


gi 2f, 9^ 
Эх 22! 


其 中 dj grad в) -| УП e" ‚ЭЪ 2 Vy. 


А Әт? gai / 
LE 


= df, db - Cy f, VID, 
(1 ша АЧУ = (di aea a tigra aD AF 
= Las МУ = div grad AdV, 
所 以 ,由 Stokes xE EI 8 Я] 


{ „мау | f, ioa |. ааай) m Pad 
M УМ „м aM 


和 | (улв—зАрду= [А pars | cf Toar] 


П 


L2 M 


|] aAfár 2 N Gb СА 


=| G iena imh igna Dd = | CR ау, 
ин bgrad a dV (X1, 77, Xni) = EV (grad B, Ха, Xi) 


=4 (+ LN, Xi, M sX an-ı 


= 214.47, (Xi, acids (N, Xi, Xa) UXus X. . k 
分 别 为 M dr ӘМ 的 局 部 C^ 规范 正 交 基 向 量 场 ， 
(4) HOO I M — 2, 
| 353 


|, льву + | Gf, у= o. 


《5) 因为 
блаа dV (е, TM = (gradf, ез, б, 77784) 
= (grad f, e, dV Cei, ei, 7, ёр `a) 
—(-Di"e(f-t-n0D'"df(e) 
= *df(e;, eM); rs, es), 
таа уй = df. 
再 由 Green 公式 得 到 


| Ану = | iera saV =Í dfe dk 
M Л i 


. Ж6 WU C" ЖЛЕ GE X. Laplace 算 子 和 IC (A TM) 
-—C"(NP* M). WE Ло 0 的 o 乏 为 调和 形式 .关于 调和 形式 
和 deRham 上 同调 群 的 关系 有 著名 的 Hodgs Mit, 参阅 [Warner, 
F. W. 1. 

HME BOERI, TM Ef Riemann Eeth Т O%(A°T5 MD) 
СЕ АУРА, ЛЕА F, A 为 一 自 伴 算 子 ， 因 而 可 以 考虑 它 的 
WR. 关于 Riemann 流 形 上 Laplace 算 子 的 谱 , 2-01 Berger, 
M,, Gauduchon, P. and Mazet, E. ]s( Gallot, S. , Hullin, D. 
and Lafontaine, J. |]. 


| $6 活动 标 架 
这 一 节 主 要 利用 活动 标 架 研究 线性 联络 ，Levi-Civita 联络 ， 
gin 0 正则 了 流 形 的 局 部 几何 . 先 用 另 一 方式 定义 联络 和 钞 变 
NÉ. 
"EM E ЫМ» O” IE, ë= (E, M, л, С (п, R), R 
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8) тй C^ 向 量 从 ， 如 果 线 性 算 子 ` 
Vi:O"(E)C"(T* МОЈЕ). 
Wale 
Vs) e df Gs + fs, sCO" (E), f€CO”(3M, R) 

ШУА mc £ БАЕВ, Wi Vs 为 s 的 协 变 导 数 ， 

由 定义 和 § 2 引 理 3(2) 的 证 明 可 知 , 线性 联络 Y 为 局 部 算 子 ， 
那 就 是 ， 如 时 610, M vslom0. 于 是 ,y EM ЭСЖ О Е 
ПВ dal v" vs 是 有 者 义 的 (为 方便 , IHRE М). dn EL 
平凡 ， WEICH) О” ЫНЫ (so c. ва} (ЫЙзЄС“(Ё]|), B. 
(812), su (х) x&U Sb ТАЕ E. 3E U ti C^ Rap 
LIA | | 

07. аЄ D) 29 M AFAR, 使 得 至 | 是 平凡 的 , WEE Бр 
线性 联络 V ri (vU [ac D) 唯一 决定 ， 令 {si…， 68) DU. 上 的 局 
Bus, Wide ДЕШ bd OU SE dA JE É B) mcr I E o= 


(ол), чө Јо, AUR Gt, s 8535, 5. Ку 
部 标 架 场 ， Veto Hots o= (ot). ЭЯ in 
CHI) A h= Os o EA з 从 

Уо ғ = vetev(22 tas J= За Dort havs 


2307 十 s huon JEn 


t=1 k=l 


Suh, AU 3. 5 hireh les, 


| 
3=1 г ={ br-i 


* 355 = 


co* = (dh)h ВоВ). 
pL M ЮЛЕ S IU. Гуо. БАЮ (st). E dE 


UNU, Б, 82 = У (А5) ай, k= (h*5). 则 再 上 的 线性 联络 由 
з= 


E „Ей gom, RB UE А; o GES, WEIHE UNU, 上 满足 
c — (a^^) (9) L (A^) o (199) 7. 
ÉE sCCTOD,X,YCC" (TM), [C£ (M, R). А 
` Xx87-V8UX), 
R(X,Y)s-—(VxVy —VrVx Vix, rS. 
JA š 2 [EE 1 知 ,线性 联络 VF 的 曲率 下 具有 性 质 ; 
R(Y, X}=— R(X,Y), 
| R(fX,Y)-R(OX, ЈУ) - fR(CX,Y), 
R(X, Y) (ўв) = fACX ,Y )s. 


RUE (s ss ЖИЕ LHO SB = 了 or， 

则 存在 O” 2 形式 Q,, 使 得 | 
R(s;)= > GQ COS. 

А £a 

> Qu(X,Y)s,=R(s0(X,Y)=R(X,Y)s, 


(үлүү уух —Vix,r8i 


一 v(21esas,)- Vr (> Gu s) 
f=1 j-1 


-Dlo (X,Y Ds; 
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=P Xlo YPY (o,4(X)) — oul [X,Y TY)s; 


了 -1 


+ Ў] Gu )os(X) —ou(X)enQ(Y))5; 


h Rl 


= Dhd оло, )бх, Y)s;, 


3=1 к=] 


О; у= doi;— о „А, 


HE, 局 部 可 由 C72 JER m x m Е Q = СО), "ETE Jt 
` V 局 部 可 由 Cr1 形式 w= (о) — Н, FUR TREE TIO S, 有 
Q = do — ооо. | 

ЖХ ШТО bvs-o, WE lo 的 C0" 截面 3 关于 和 
是 平行 的 . 

定义 2 ”如果 则 率 号 =0{ 相 当 于 任何 局 部 有 器 = (9;;) =0)， 
出 称 线 性 联络 立 是 平 过 的 ， | 

定理 1 E БН ЕЁ у REGE HH I «— ЕЕ + ÉB 
©” 标 架 场 . 

证 明 (< 二) 设 {s1,…， so) 在 开 集 0 中 为 局 部 平行 的 0" 标 加 
th, W| Vs; = 0, Vrs: = (Vs (X) 二 0, VyVrsi=0。 如 果 SCC" (E), 


Ju SEG 有 s= 2s, JEC" U, R). T, 


R(X, Y)s=R(X, (È te) oa, Y)s, 


E] 


dw Сууу —VyVx —Vix.x1) 84770. 
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ra 


这 就 证 明了 R=0. 
或 者 从 0=Vsi= 90,65, 得 到 o= (0,) =0 M Q -do — 
j-21 


оло= 0, Him #с=0. 
《< 一 =) RE у e ER, HU R-0 sk (Q —0, W| oit Maur- 
er-Cartan jj fido = oo. 出 下面 的 注 1, ТЕЕ СК, В) 


{ЛЕЙ B= (hu) ЕҢ (АБАТ! = о. А ВС! (09) fast S As, 
了 一 六 


Wl vst = > 106087, B. 
ї=1 


c* — (dh^1)h-- h^ ok— —h-! (A) b h-- h (H3) À 1 h— D, 
即 vstc0,st 2 O° 平行 标 架 场 ， 共 、 

注 1 AR hht U— GL(m, R) 为 C^ Bk RE =: 
(UR) h ', W co W U 上 的 gl(m, R) fit C^ 1 EX, В. 

ch — dh, 
(do) h-- oAdh—d^h—0, | 

НИП д А19 Ay Maurer-Cartan 方程 do— (oAdh)h = одо. 

相反 地 , 给 了 了 一 个 U EH fido-oh^o Wgm, DAC 形式 
o, 从 Frobenius ЖШ (25 H Раіаіѕ, R. S. and Terng, С.1., 
1.4.7 Example} H ám, EL 5% fÉ T| жө ЯП АСС (т, Р), Е # 
жо Æ U Ча НИ Uo fH C^ ERIT A= (8,0 :07 GL (m, В) Е $8 
А082) =h fü (dA) 1 —co.. DAE, — Bp f zr 2j BRI: dh=oñ BR. 
GI) Ао RUEDA e do оло. 

定义 3 Tn aECUÓGEM 上 存在 整体 的 О” 平行 标 架 场 ， 

MH E 上 的 线 狂 联络 V PROUSEMCE ру. 

例 1 jk E= Мх R" AEI CURIE, s€C”(E), в(х) = 
(Gr, f (аў), ж XL (Vs). = (z, df). WERE $ ^E dT 67 —0«— f Jy 
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i 


So BERE CREE, С (8:02) = (zei1ei 一 (0 1,0, , OR rh 
d Чар 1,2 —1, c, m) 29 C^ ETT ERR Es, BHI v 20 SE ИЕН. 

Б г 1 ЕНТЕР АЕ HE Ik Ж v< > # ABER C” n 
EA. 

因此 , 如 果 吾 不 是 平 几 С ПАЛА, ИГЕ pb SEHE IBBUZX 
-性 联络 . 

证 明 (==>) Б Е АН C” 平行 标 架 场 . МЕРОМ 
CUT [R] T 

(< 一 ) 如 果 E 为 平凡 C" арж А, ШЦ E Fd ES T-H JÀ M >x R>, 
Hr T, E ТТЕ КОРИ Bx ЕКА v. 

£92 平坦 线性 联络 不 几 是 整体 平坦 的 ， 俩 如 M 2 Möbius 
AIO, 1] x R/—, Ep (0, 2) 7 CI, — E). MILO 13x R ША T: 
ILER TERHET ТРМ БЕНЗ РЕАК v. IH N TOM 不 古 平 几 
HRA TM 有 整体 0” SEES, [ип M 可 定 商 ， 与 Жн 
XE [3] 33 2 Ej, 页 六 不 是 整体 平坦 的 . 

ВСИ, g) na Ж C^ Riemann WEE, V 20 Riemann 联络 或 
Levi-Civita Wké&, Тез, ed 为 型 的 开 子 集 区 上 的 局 部 规范 正 
A VUERAR ED, (€, 777,4) 29 U RAHE F Ce. ел) 13ESX, BN 


1, M А 
sean e | f че Dones Wi 


X(g(Y,2)) 2 g(yXY, 2) 4 g(Y, V2) | 
«—0-—d4g,,(X)— Xg "A (gCen e) =g (Vre edt ge Vre) 
-(g(Ve,, ej) + g(e,, he) CXD 


=(s Zoue, 2n des 5 oue, J) 
р=1 z 1-1 
= (о-о) (X) 
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Fr 


< GQ LO; = 0. » А 
ЊУ, ЖЕДИ А 0, H O— TCX, У) у Ү—ууХ— [X, Y] 
<> [en e] = V.,e— Vo,ei7 (ye Ce — (e (е,) 


-位 Der yeo — (È 0:16 Je 
一 >; Газ: (e) — o5 (ej) ler. 
1-1 


7" 
da= > Gik A OR 


k-i 
< olle 6]) = eioi(e) — ез, (е;) — oes, ел) 


‚= ёю, (е;,еј) 


= > уь» (е5, e) = ou(ej) - oye) 
6-1 


<=> [е,, е1] = У {оул (е,) — a, (e ;) Jer. 
1-1 
>T —0., 


1 Ге, e;]= > үбүн; 和 o; = Don Mj 
1-1 1-1. 
Dy t Oj 5 0&— hi = — Вид» 


[е;, е;]= > [on (е0) onle) Де hy Ваз in. 
1-1 
如 果 eu 作为 已 知 ， M А. 为 上 述 线 性 方程 组 的 唯一 解 . 它 容 易 
明显 地 找到 , ЛЕЛЕ 
hizi 一 到 (一 co 十 exe 二 £1). 


于 是 , 由 ha 依次 确定 oo Ves V. SUPE, IHE X, Y, 26 
* 160 5 


C"(T M), VaY ADAE. 
IVY, z)-lügq, Z) t Yg(Z, - Zg(X,Y) 


~g Y, [XZD gX, LY ,Z D —9(2,1У, Xp) 
确定 . 
综合 上 述 得 到 
定理 2 (Riemann jk e 2E 2E 0E 380 E n Ж C" Riemann 流 形 
(于 ,全 上 在 在 唯一 的 线性 联络 V, 48 7=0 H v 与 9 相 容 (这 联 
"BE Riemann 联络 或 Livi-Civita 228), #m35Lí(e +, е.) 为 
TH 的 局 部 规范 正 交 C^ 标 架 场 , (а, t os) IHAT C6 n ew} 的 
C" 1 形式 ( 称 为 余 标 架 场 ), Md g 的 Livi-Civita 1 形式 o 由 以 下 
结构 方程 : 
da= 2iouhos, ag 1-9, 0 
Ў o= (0,28 g ij Levi-Civita 21 35, G= (0,229 
Riemann HWER. Q= de -—oAo 称 为 曲 素 方程 ， 记 
^ == 2 = Кыш, Кєк — Kiss. 


Et=1 


易 见 
Kim OK ou Ku) = 1 Z Kos No, (ee e) 
= nl en e) ge) (ex, ег), е1) = gt Ces, ees, е). 
对 do, = Хало 两 边 求 外 微分 数 , 并 利用 О = бо оло 


得 到 
- 361 + 


©=4%ф,= M (dc, Лоу — 0; Àdc;) = D(a олло, Jor 


4-1 j-1 Irt 


— PlauAdo,— Basos > Gu AG DO 51 о Ло AG 
1-1 


j.l =1 A5i-1 


= > Q,;A0,;— —-- DM KE igi Aa Ao; 


- 2 Ici 


失 上 式 立即 可 推出 第 一 Bianchi 恒等式 
Aid Aud Ki g | =0. 
FOB, RIERO EMT AEA PBB E Br. UEM n H 


Ж C^ RiemannjijE (Af, 9) = (天 ,67) 的 ? 维 0" 正 则 了 流 形 , V 为 
(М, 3) ffg Levi-Civita 联络 , TM+ A TM € T LÀ «BEES, 
TM^ 29 AM e Mp RAS BI TM =TM FARNA CE 
则 子 流 形 的 三 个 基本 局 部 不 变量 ; 第 ТИЗ 1 基本 形式 以 及 诱导 
ik We, 并 导出 与 它们 有 关 的 方程 . 

设 NCO" (TM), As T4MT4M, АХ) (ух) 38 


示 线 性 映射 ， 它 是 VzWlz SLT M 的 正 交 投影 (与 84 例 1 比较， 
那里 的 N 为 C* 单 位 法 向 量 场 ,而 这 里 不 必 是 )， 因 
VGN) = (CN + fR&N-GfQON + EN x, FECTOR), 
而 df CX) N 为 法 向 量 , 我 们 有 
An (O0 = РАХ). | 

特别 地 ， 如 果 NW, N,CCTODMDO, N (P)=N:(0), ЭРЕ 
X€T,M,1j 

Ax, CX) — Ay, (X) = А-у, (X) =A š »" (X)|> 


= 2 QA QQDb- 


i-1 
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BI Ay, (X) = An, (X), ЖН (ел, 5-е, TM TE p ЕТЕ 
的 局 部 C7 基 商 基 场 ， 因 此 , 对 每 个 法 向 量 MET, Mt, ру 
T M 荆 的 线 征 算 子 dvo WOUE DK No 上 的 М 的 形状 算 子 . 

引 理 1 EREET AQG:TQM— TM BE. H Ж, MEt 
uu; T, M DH dC Сш), и) d On, Ay). 

证 明 RNA М EE TE p (JE S TRU Е C7 法 向 量 场 ， 
使 得 N= Wo Wi X, 007 Eft О” 切 向 量 场 使 X) Su, i = 
1,2. B 


GyUGO, Xo =¿4(Vx №)", X 


= (Vx N, XDXN, Ka — CN, V x ХӘ 


РА 

=N, Vx Xa. 

类 似 地 ,有 
(Ay (C), х=, V x, Xi» 
Ж 
Gu CX 0, X3) — Clg X3), X) | 

=—(N, Vi Xo N, ух) =, Vx,X,— V x XD 

一 —&N, LX, XD =0, 
即 


(As CC), Xd = OG, 4w(Xa)》， 
СА, n2, ча) == g Oh, Ay (09)). dr 
WM Ада ШЫН. M 的 第 工 基本 形式 工 是 诱导 麻 量 
i*j, MTA ВРА 9А І. 0.1 т, мхтам = (5900. LOX, У) = 
G*0).(X.,Y)--0.G X,i Y), X, ҮЄТ.М. HES l 
АУУЗУ AVX, Y), HABAR O, 


IHX, Y), NY= V (X,Y), М) - QV AY ~ YY, N) ` 
. 361+ 


ОО о О, экы PEE Dt ue MM з 


(ух, Ny У, V AN) = А.Х), Y) 
”得 到 M 的 第 II 基本 形式 11, 它 是 0” 截面 
II; M > OT M)GOT Ml, tella 

其 中 OTAN 20 s Prada kE k. Tl, (X, YO T, un, 

МЖА 3 TM^ 上 的 诱导 HGER V^ шуру 
(VAN) жй, CE V N ВТМ E AHE. Ti VaN 一 
(VaN)? - V IN) — (Хә) - VN. 

现在 我 们 利用 活动 标 架 叙 述 上 述 三 个 局 部 不 变量 ， 选 (新, 站) 
的 一 个 0* Jah Eo dedi ез, nn, enm da E B dd SIM, 
eie, 切 于 M, EEM, D = (M, i*g)l C^ 局 部 规范 起 交 标 
AOL 为 C” 正则 子 流 形 ， 并 对 适当 的 坐标 标 架 场 作 Gram- 
Schmidt 正 交 化 而 得 到 )， 下 面 我 们 规定 指标 变化 范围 : 

ISA, B, C zn T m; ISi, J, kan nd- 1e, 8, уат. 
H ол, TU, Onim A й L Cis ***, nim ВЫЕ, 限制 到 型 有 


оа Зо b 
定理 3 (1) 1= 2 exon; 
(2) Ae, (e = - 21е 
(3) 11(е;, e) = — M hes 
(4) II -— [> 1o, 
(8) ve Ease, ' 


证 明 (1) 因为 
я 364 + 


Хао, (X, Y) = о: (ОХ): (У) 


а Eo Fe o Ete j= Zos 
TX = (Dee, >e jc (x, yy 10x, Y), 
I = У) одо. 
(2) A, (e) = (уне) = CN e) (607. ` 
-((> suben Ce 小 = {F AE ey 
E оед (лаке 
= -- M 一 2 ses. | 
(3) 因 <lT(ei, ea), €a) = —<4А, (е), еу) 
=(- > алев, у= TED = — һы» 


I I (е;, е;) 一 一 D> ha e. 


(4) 由 (3) 得 到 
开工 =- 一 三 "Go 人 (也 haute 


一 一 >] (> tao ose 一 一 21048086, 


= — > To О9о: ел. 


(8) (у e) CO - vie = (se - (( Ve) (X))+- 
={ Уо - (22 Gua eg yo», 
8 » 


үе „= Уо, бев, + 
# 
Ve CM, g) 0925 157; RO 
йл = > GapgÁAGp, Oan tT gA =0, 
曲率 方程 为 
[eps —da4s— У1о,сЛоов 


1 
一 — 5-Х K авор®еАФь, K Anc = — К двроз 
C, D 


其 中 aus d Da» 2y I2 CHE, g) y Levi-Civita 联络 和 Riemann: 
eae E. | 
(M, 1) Ей Levi-Civita 联络 1 形式 ou 的 结构 方程 为 《注意 . 
1*0,2:0, 简 记 为 wa — 0) 

do, = 210495 ei T 05; —0. 
得 应 于 法 联络 ,有 

0—do,— УЛ оор Ou Q0. 
RECE, go бн i Ra 

Ü, = do —SlenAou — 2 ouo. 7 Qu — 2 oi AG. 


(> 
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D$, — do, — 2 ea Ao. — 2 10: AO (2) 


Ë. =й» — Хо, Ае» — D ies AO, = Q1,— У.А, 


(3) 
到 (CM, 站 二 CH, 了) 得 到 (CM, D B Levi-Civita 联络 立 的 曲率 张 
ЖОЖ Vo 的 法 曲率 QU nS 
Qua = Уо Лоа; 
E 
О» = lese, їй LO ай» 
. JifR O3), C2 和 (9 分 别称 为 0 正则 子 访 撒 М BJ Gauss, Codazzi 
和 Ricci 方程 ， 
注 2 完备 、 单 连通 空间 形式 (Euclid 空间 ， 球 面 和 双 昌 空 
EDC ENTHE М 的 第 I 和 第 1 基本 形式 以 及 法 联络 !{ 满 足 
Gauss, Codazzi 和 Ricci 方程 ) 在 相差 一 个 室 间 形式 的 同 尺 上 映射 


T, aT M. 参阅 [Palais,，R.S, and Terng, C. L., 
Chapter 2]. 
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-一 般 协 变 导 数 算 子 
= E 


广义 第 一 型 积分 
TX 


HA 

不 可 定向 
Hih 2518] 
Tip 
切 向 量 场 
JN IRE 
39$] р 
切 空间 
iB yt 

~A 

ТА 

P MY S i 
IN RR 
[Жл 

Б 
2H 


平凡 县 


240,255 


5| 


平凡 向 量具 
去 方 О' ЧЕЙ 
吉方 C 变换 群 
5 v. 
266 ЖЛ: 0: а Ну 
зв | 可 平行 
ANE 
正则 点 
87 | 正则 值 


347 


77,180 | 从 (全 ?空间 


811 | EH 

84 | MEDR 

90 | JM EUH 
338 | 可 定向 
105 | 外 积 

ва | 对 偶 空 间 


210 | 对 偶 基 


210 | 对 称 联 络 
210 | 2% 
113 | #8 


150 六 
151 | pag 
131 | в CX TREE 
协 变 阶 数 
协 变 导数 
63 | 有 效 的 


Mu d ALIE CD —— —-————————É 


S37 


77,180 
151 


Ti ЖАЎ [RJ 37 | Уй ЫЯ 355: 


АТОР ВЕ 53 | Heg 53- 
纤维 61 | 投影 . 61 
~A 61 E 
DET E 273 |. A ш 
轨道 © c B8 Simi lA 83: 
ан . 113. dcc ` : 286 
pj] T AA 63 | mS £ 
全 微分 5 167 | sh Gig SO JA 332 
Lec aon | 292 | dn ETHEM 62 
_ 拓 因 群 48 
t E | 定向 77 
余 切 从 142 一 流 形 181 
余 团 向 量 . 142 | $E 3: 367 
A 142 | HEC EDA 40 
运动 性 60 1 限制 7i 
ERRET 363 | 成 空间 61 
完备 的 ©” 切 向 量 场 107 | 线性 ( 仿 射 ) 联络 273,355 
Ега 3 | Eus 53 
坐标 变换 оз аа 236 
E TELA . : 361 | JE 3UEE = 227 
体积 |. 206 | 直 积 52. 
X | 265 | ЕС 61 
局 部 1 2 3 88 106 SES S. E 134 
局 部 平 儿 系 62 | 张 是 空间 133. 
МИНЕР JL 853g 62 | ФК (ADIER ‚ 324 
局 部 平凡 映射 i 62 | ЖЕ 133. 
局 部 有 限 ЕЗ ЕТА ` 4 
LIT T2 3 л Bi 
DUTY TN EETAITI ERN 272 
Ja REX 3 


| 绝对 体积 元 285. 
= 3725 | 


Жа 3E 53 
诱导 从 76 
[UE ДЕР] .. 182 
测 地 线 286 
活动 标识 | . 364 
恰当 微分 形式 167 
yi [а] Ta 128 
ЛЕ e 13i 
Des RE 278 
临界 点 203 
临界 值 : гоз [|` 
转换 映射 61 
实数 224,237 
BAT 351 
+ 5] 
F 23| 
Е Cr - EA 72 
Tk b fi Hn ECT FR Et 28 72 
З mig Cr 实 向 景 从 63 
调和 形式 354 
ЕЛ ДЕА 344 
十 - B 
第 -型 积分 265 
第 二 型 积分 267 
第 工 基本 形式 233,327 
第 I[ 基本 形式 233,327 
混合 张 量 131 
E HESS 241 
+ = m 


EE 342, 343, 347 
| + = m 
微分 92 
~HE fo db 4 
x [B 237 
等 性 数 237 
ES UE: 204 
UR 151. 
+ 四 iE 
dio s 307 
ик 36 
+ 五 B 
жщ | 888 
+ A m 
B 36 
Brouwer 不 动 点 定 埋 213 
Brouwer Hr 215, 219 
Cartam-de Rham 定理 i69 
Codazzi- Mainardi 方程 324 
C* (GG £3) ED В 90 
С" ЈЕ 3 
Ot Ep d Hh 90 
C* 同位 108 
Us Je F 108 
C* FJ 109 
C* iE CE. 109. 
С: E 
CERA 23 


Ct d A, 
с 

Ct 截面 

€" JE 

Cr зї 

Cr ENTHE 

Cr 齐 性 空间 

C 齐 性 流 形 

С° 从 映射 

MET IEEE: 

C ЭМ. 

© JA fr 

Ct 曲线 

Cr 纤维 从 

Cr EM T M 

Cr 构造 

Єт 变换 

Cr Tab k CE 

` Ot E 

Crane 

C" 微分 流 形 

С" Lie H 
CU di 

Cip 8. ` 
CUE is x (PRR) 
0° Lie Hai Lie 代数 
de Rham EARI _ 
RTENE pH Brouwer 
TEALA M 
fex СТ 4E pO T 
Frobenius ЖШ 
Gauss 公式 
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Gauss 曲率 方程 “224 


Gauss 定理 332 
Gauss ар 226,333 
Grassmann {с (ФКК) 154 
Grassmann $81 151 
Grassmann 流 形 16 
GEJ C tE M T M 52 
Hessian 236 
Hopf 度数 定理 251 
Jacobi p$} 92 
Jacobi 4& fH: 93 
Laplace £ + 344,347,354 
Levi-Civita 联结 299 
Lie 代 数 116 
Lie 导数 113,340 
Lie YK 116 
Mayer-Vietoris 序列 180 
M-C* 共同 态 ?1 
М-С" 从 同 构 71 
M-Ct AER 71 
М-С" М 71 
型 的 焦点 233 
n Bi IE CHO 3 FË 36 
n US REES MERE - 52 
в ФК BEIRPESE 52 
п 175-9: 50 
n pd EE 3 
n ЖДЁТ Lie BE 48 
n iX in JOE 208 
DEG 8 W br 8 JE 13 
п ЕЭШ Lie 群 : 48 
n ЖЩ . 50 


n fi C? Ж ШЕ 

x Ht Cr HE 

w ECT Lie Ж 

n 8: Ce Lie 2f 

piv 

p BJ idem 

?点 处 的 8 阶 外 形式 
Poincaré 空间 
Poincaré-Hopf 指数 定理 
v Brice gk Br 
Riemann #8 
Riemann 流 形 
Riemann 流 形 基本 定理 
Riemann 联络 
Riemann Ж ШИЖ 


131 


240,255 


240 


301,361 


299 
307 


Riemann-Christoffeljlt SK RE304 


_R" 中 的 零 测 集 
(r,5) AIJE Tt 


204 


131 


141 


(r,5) &I Ct (E EIC SE B Eo 
(т, з) W Ск 3E t 15 

8 阶 反 称 协 变 张 基 场 

в BIPER 

ET hs 2 Щ 

Er C" (连续 ) 外 形式 
Wr C* 外 微分 形式 

Er Cr 外 形式 内 


的 


= 


ü 


= 


: Sard 定理 


stokes 定理 

Thom ig ri B EL HE FE 
Weingarten [ШЕ 
Whitney #1 

Whitney ig A 3E 7 

z 上 的 纤维 

£ ËJ (r,s) 2385 On sk A 
с 

0 截面 

1 #3⁄ 3 


141 
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